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《 法兰西 数学 精品 译 丛 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 奠基 性 的 贡献 .他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 
泡 眼 的 光辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著 作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 
卡 、 达 天 贝尔、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 傅 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 
伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦 兹 及 利 翁 斯 等 等 这 些 耳 熟 能 详 的 
名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 出 
色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 
传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享 有 盛誉 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西方 及 日 本 才 开 始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 
AUR. 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 
综合 国力 不 断 提 高 所 提供 的 有 力 支撑 , 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根 
源 于 很 多 国际 数学 界 同 仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 
以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西 数学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 
对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 . 足以 
证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 
的 栽培 和 法 兰 西 数学 传统 和 风格 的 茂 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 
法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 

由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 
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教育 出 版 社 决 定 出 版 《法 兰 西 数学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 教学 参考 书 , 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻 译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 
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我 们 非常 高 兴 地 看 到 我 们 的 著作 《 拟 微 分 算 子 和 Nash-Moser 定理 》 的 中 文 版 . 
我 们 感谢 中 译本 的 译 校 者 和 高 等 教育 出 版 社 的 辛勤 工作 . 

能 够 参与 法 国 和 中 华人 民 共 和 国之 间 有 着 长 久 历 史 的 文化 和 科技 交流 , 我 们 感 
到 非常 荣幸 . 


Serge Alinhac 和 Patrick Gérard 
巴黎 , 2008 年 4 月 
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本 书 是 给 具有 四 年 大 学 数学 训练 的 学 生 们 读 的 一 本 初等 介绍 . 我 们 假定 读者 了 
解 泛 函 分 析 , Fourier 分 析 和 分 布 理 论 (特别 是 S 和 S’ 的 Fourier 分 析 ) 的 基本 知识 . 
第 0 章 里 对 于 本 书 中 用 到 的 符号 , 概念 及 主要 结果 作 了 一 个 简单 复习 (并 给 出 相应 
的 参考 文献 ). 另 一 方面 , 我 们 并 不 要 求 读者 具备 偏 微分 方程 的 知识 , 当然 如 果 学 习 
过 这 方面 内 容 无 疑 也 是 有 益 的 . 

本 书 的 缘起 是 作者 们 自 1986 年 10 月 起 为 法 国 巴 黎 高 等 师范 学 校 学习 “ 基 础 
与 应 用 数学 及 信息 科学 ”硕士 课程 的 二 年 级 学 生 开设 的 名 为 “ 拟 微分 算 子 和 Nash- 
Moser 定理 ”的 课程 . 

尽管 本 书 所 讨论 的 课题 更 多 是 直接 取材 于 研究 文献 , 我 们 还 是 努力 避免 任何 过 
于 专门 化 的 讨论 , 各 种 无 法 详细 讨论 或 者 没有 证 明 的 结论 , 以 避免 读者 在 阅读 时 产生 
困扰 . 在 每 一 章 中 我 们 都 选择 了 一 些 课题 加 以 详 述 ; 而 每 章 最 后 的 注释 则 指出 了 相 
应 结果 的 来 源 , 可 能 的 变 体 , 当前 的 进展 和 各 个 课题 之 间 的 联系 . 

最 后 , 我 们 给 出 了 相当 数量 的 习题 . 它们 总 的 来 说 可 以 分 成 两 类 . 某 些 简单 基本 
的 习题 可 以 帮助 读者 吸收 掌握 书 中 的 内 容 并 及 时 加 以 检查 . 而 那些 比较 复杂 带 有 星 
号 的 习题 则 包含 了 一 些 上 晚近 的 进展 , 有 一 些 只 是 在 研究 论文 中 才能 找到 : 希望 它们 
的 原作 者 们 可 以 原谅 我 们 在 此 做 的 简化 ! 这 些 习 题 和 某 些 名 著 中 的 不 同 , 学 生 们 是 
的 的 确 确 可 以 做 出 来 的 , 我 们 在 巴黎 高 等 师范 学 校 的 教学 经 验 已 经 证 实 了 这 一 点 @. 

我 们 同时 也 希望 本 书 可 以 作为 这 一 理论 一 本 简单 而 自足 的 介绍 , 而 对 那些 并 不 
非常 熟悉 本 书 所 讨论 课题 的 数学 研究 人 员 有 所 帮助 . 

这 本 讲义 的 这 种 双重 目的 使 我 们 决定 保持 行文 简明 扼要 , 这 就 解释 了 为 什么 某 
些 段落 写 得 非常 紧凑 (当然 我 们 相信 对 于 那些 用 功 的 学 生 而 言 , 理解 这 些 段落 不 会 

@ 译 校 者 注 : 这 里 必须 说 明 的 是 巴黎 高 等 师范 学 校 有 着 全 法 国 乃 至 全 欧洲 水 平 最 高 的 学 生 . 
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是 很 困难 的 ). 我 们 特别 想到 那些 希望 在 他 们 的 研究 工作 中 应 用 Nash-Moser 定理 或 
者 希望 了 解 微 局 部 分 析 (而 同时 又 不 打算 在 专业 文献 的 从 林 中 打转 ) 的 从 事 “ 应 用 数 
学 ”的 同行 们 : 他 们 可 以 独立 地 阅读 相应 的 章节 . 

对 于 书 中 讲述 的 材料 的 选择 完全 取决 于 作者 的 研究 领域 和 个 人 偏好 , 实际 上 , 我 
们 都 认为 , 某 些 困难 的 ( 非 线性 ) 问题 没有 足够 的 拟 微分 算 子 的 知识 是 无 法 解决 的 . 


作者 们 受益 于 (在 注释 中 列举 的 ) 众多 数学 家 , 正 是 他 们 启发 激励 作者 们 来 写 这 
样 一 本 书 . 特别 我 们 要 感谢 L. Hórmander, 第 I 章 和 III. C. 的 内 容 基本 上 都 取 自 于 
他 的 工作 . 书后 的 参考 文献 给 出 了 我 们 所 用 资料 的 来 源 .Q 


在 讨论 作为 众多 晚近 发 展 的 起 点 的 重要 概念 的 同时 , 我 们 试图 能 够 引进 一 些 货 
真 价 实 的 定理 : 微 局 部 椭圆 正则 性 ; 奇 性 的 传播 ; 拟 线性 双 曲 方程 组 解 的 存在 性 ; 等 
距 艇 入 的 存在 性 ; Nash-Moser 定理 . 本 书 的 结构 如 下 : 


在 第 工 章 中 我 们 在 (R^ 上 的 ) 整体 框架 下 讨论 拟 微 分 算 子 的 “ 极 小 ”理论 , 这 
在 实践 中 是 很 有 用 的 . 这 里 的 要 点 包括 象征 的 概念 , 算 子 的 象征 演算 , Sobolev 空间 
中 的 作用 和 坐标 变换 下 的 不 变性 . 行文 中 我 们 只 加 入 了 很 少 的 具体 应 用 , 且 最 具 技 
巧 性 的 证 明 都 放 在 附录 里 了 , 目的 是 帮助 读者 最 快 地 对 这 一 主题 有 一 个 整体 的 了 解 . 
第 工 章 有 相当 数量 的 习题 , 不 仅 给 出 了 这 一 理论 的 若干 变 体 , 也 给 出 了 一 些 应 用 , 特 
别 是 紧 流 形 上 的 分 析 . 


第 II 章 有 三 个 主题 . IL A 部 分 讨论 对 分 布 作 “二 进 分 解 ” 的 Littlewood-Paley 
理论 : 这 就 把 (与 第 I 章 中 的 经 典 象征 演算 相关 联 的 ) 频率 上 空间 根据 范 数 [6] 的 大 
小 做 切割 的 做 法 系统 化 了 . 这 一 非常 简单 的 理论 让 我 们 可 以 非常 快速 地 得 到 Sobolev 
和 Hàlder 空间 中 的 复合 函数 的 有 趣 性 质 . I. B 部 分 讨论 波 前 集 的 概念 及 其 与 拟 微 
分 算 子 之 间 的 联系 : 这 一 回 是 (与 古典 象征 的 齐 次 性 相关 联 的 ) 将 频率 上 空间 根据 方 
向 上 e S"-1 fESEEA RI. 最 后 , II. C 部 分 处 理 一 类 双 曲 能 量 不 等 式 , 拟 微分 算 子 在 
这 里 被 证 明 是 非常 有 效 的 工具 . 这 样 , 第 II 章 的 作用 就 是 给 出 第 I 章 中 的 “核心 理 
论 ” 的 一 些 非常 有 价值 的 应 用 , 并 同时 准备 第 III 章 中 将 要 用 到 的 材料 和 概念 . 

最 后 一 章 讨 论 几 何 与 分 析 中 出 现 的 一 些 可 以 简化 为 扰动 问题 的 非 线性 问题 . 本 
章 的 结构 反映 了 我 们 可 能 碰 到 的 各 种 不 同情 形 : “椭圆 ”情形 , 这 时 只 需 用 到 通常 的 
Banach 空间 上 的 隐 和 水 数 定理 就 够 了 ;“ 不 动 点 ”情形 , 我 们 在 非 线性 双 曲 问题 或 者 等 
PRAHA SAS, 最 后 是 “导数 缺失 ”非常 大 的 情形 , 我 们 必须 使 用 一 种 Nash- 
Moser 技巧 . Nash-Moser 定理 完全 建立 在 先 验 “ 和 柔性 ”不等式 上 ; 已 经 熟悉 (第 I 章 
和 III. C 节 中 介绍 的 ) 先 验 不 等 式 的 读者 可 以 很 快 通过 其 与 Littlewood-Paley 理论 
和 J.-M. Bony 的 仿 微分 演算 (IL. A 节 ) 的 显而易见 的 联系 来 理解 “柔性 ”估计 . 

这 就 给 出 了 本 书 内 容 非常 深刻 的 统一 性 , 总 结 在 下 述 示意 图 中 . 


@ 译 校 者 还 增加 了 若干 中 文 参考 文献 


前 B .iii . 


拟 微分 算 子 的 
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奇 性 的 传播 
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Nash-Moser 定理 


在 这 种 精神 指引 下 , 我 们 最 近 很 高 兴 地 了 解 到 L. Hórmander 的 工作 [H9], 它 解 
释 了 拟 微 分 算 子 , 仿 微分 算 子 , 不 动 点 方法 和 Nash-Moser 定理 之 间 的 联系 . 

最 后 , 我 们 非常 感谢 G. Ben Arous@ 和 J.-B. Bost@ (法 国 巴黎 高 等 师范 学 校 ) 
所 给 出 的 非常 宝贵 的 意见 和 建议 . 


® Gérard Ben Arous, H 内 瓦 大 学 教授 ， Bourbaki 学 派 成 员 . 
9 Jean-Benoit Bost, 巴黎 第 十 一 大 学 教授 , 2006 年 国际 数学 家 大 会 邀请 报告 人 , Bourbaki 学 派 
成 员 . 
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0 ”记号 和 分 布 论 的 复习 


在 这 一 章 里 , 我 们 将 引进 本 书 中 所 使 用 的 各 种 记号 , 并 且 简 单 地 复习 一 下 本 书 
中 将 经 常用 到 的 分 布 论 和 Fourier 分 析 的 基本 内 容 . 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 假定 读 
者 对 于 这 些 内 容 有 足够 的 了 解 . 对 于 程度 不 是 非常 好 的 学 生来 说 下 面 这 些 结果 的 
证 明 可 以 在 J. Chazarain 和 A.Piriou 的 书 [CP] (第 一 章 , 第 1, 2, 4 节 ) 中 找到 , 也 
可 以 参阅 W. Rudin 的 书 [R]. 至 于 那些 对 于 分 布 论 (广义 函数 论 ) 了 解 不 多 的 读者 ， 
我 们 建议 他 们 先 读 一 下 L. Schwartz 的 书 [S], 而 那些 想 检验 自己 对 于 这 个 领域 的 理 
解 程度 的 学 生 则 可 以 在 C.Zuily 的 书 [Z] 里 找到 课程 概要 和 大 量 带 解答 的 习题 . © 


0.1 可 微 函 数 空间 和 微分 算 子 


Wt 2 为 R^ 中 一 开 集 . 对 于 非 负 整 数 , RINE Q 上 次 连续 可 微 的 复 值 函 数 
全 体 为 C*(0). 类 似 的 , 我 们 用 CO(N) 表示 2 上 无 限 可 微 函数 空间 . 这 些 记 号 一 
方面 可 以 推广 到 0 是 一 个 微分 流 形 M 的 情形 , 另 一 方面 可 以 推广 到 函数 不 再 取 复 
数值 而 是 在 一 个 一 般 的 RR 上 拓扑 向 量 空间 中 取 值 的 情形 : 这 时 我 们 记 相 应 的 空 
间 为 C*(, E) 和 C? (0, E). 

XFT k € NU (o9), C$(0) 表示 C*(0) 中 由 那些 在 某 个 9 中 的 紧 集 外 取 零 值 
的 元 素 构成 的 子 空间 , 而 C^ (0) 则 用 来 表示 由 C*(R") 中 的 函数 在 O 上 的 限制 构成 
的 空间 . 

为 了 表示 C* (0) 中 元 素 的 偏 导数 , 我 们 将 使 用 重 指标 : 一 个 重 指标 a = (ai 
an) 是 N” 中 的 一 个 元 素 , 它 的 模 定义 为 jal = o1 + .… + oa, 同时 我 们 记 al = 


@ 译 校 者 注 : 也 可 以 参阅 [Ch1] z ud [X] 下 册 第 七 章 . 
@ 译 校 者 注 : 此 处 N = (0,1,2,. 
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…Qnl. 对 于 Je {1 ,n), 偏 导 — Ü 有 时 也 记 为 0,,, 或 者 在 不 致 发 生 混淆 的 情 
ETAG 05. 出 于 和 Fourier 变换 有 交 的 原 因 ( 见 下 面 的 第 0.5 节 ), 引进 记号 D; = 
-i 也 是 有 用 的 . 高 阶 导数 将 被 记 成 06 = 091..…9e" 或 者 D* = DY... DY. 我 
们 还 将 根据 这 一 规则 来 表达 根据 R^ 中 向 量 的 分 量 构造 的 单项 式 . 这 样 对 于 z ER, 
我 们 记 z*-szD...z8. 

一 个 2 上 的 微分 算 子 是 系数 取 在 Co (0) 中 的 各 阶 偏 导数 的 一 个 有 限 线性 组 
合 . 如 果 高 于 m 阶 的 偏 导数 不 出 现 , 那么 我 们 称 它 的 阶 是 m. 换 句 话说 , 一 个 0 上 
的 m 阶 微分 算 子 可 以 写成 


P= 5 aalx)D*, 


lo] &m 


其 中 as € Co(0) 是 P 的 系数 . 利用 这 一 形式 , 我 们 很 容易 看 到 对 于 任意 的 k, PAR 
定义 了 一 个 从 Ce+m(P) 到 c*(9) 的 线性 映射 . P 的 象征 是 由 


p(z,£) = Y; as(z)£* 
|o| &m 
定义 在 Q x 了 ”上 的 关于 € 的 多 项 式 函 数 , 而 它 的 m. 阶 主 象 征 (或 者 在 不 致 混淆 的 
情况 下 简称 为 主 象征 ) 则 是 下 述 关于 :的 齐 次 函数 : 


pm(Z,E) = ao (z)£^. 


|o| 2m 


0.2 R" 中 一 个 开 集 上 的 分 布 


a) 所 谓 开 集 2 上 的 一 个 分 布 即 是 Cr) 上 满足 下 述 条 件 的 一 个 连续 线性 泛 
BÉ u: 对 于 任何 的 紧 子 集 K C 0, 存在 整数 m 和 常数 C, 使 得 对 于 所 有 在 K PECORE 
值 的 函数 y e Cge (0) 均 有 
Iu e) «c SUD sup [8* (z)] . 


K |o| im 
Q 上 所 有 分 布 全 体 构成 的 空间 记 为 D^ (0). 特别 我 们 注意 到 
vw e OF°(0), vf e Lhe(0), (f, 9) = {f(a) la) (2.1) 


是 一 个 有 界 的 量 , 因此 这 个 空间 包含 了 2 上 的 局 部 可 积 函数 空间 LL (0). 
分 布 的 男 一 个 例子 由 单 点 Dirac 质量 给 出 . 对 zo € 0, v € Cg (0), 我 们 定义 
(zo; P) = (z0). 


0.2 R^ 中 一 个 开 集 上 的 分 布 XE 


b) 对 于 ve D'(0), 我 们 用 下 式 定义 dju € D'(0): 
(0ju, p) = - (u, ðjp). 


我 们 注意 到 , 利用 (2.1), 很 容易 就 可 以 把 原本 定义 在 C0) 上 的 算 子 0; 推广 到 分 
布 上 面 . 同 理 ,对 于 ae C99 (0), au € D'(2) 可 以 由 


(au, p) = (u, ap) 
来 定义 . 这样, 所 有 的 微分 算 子 P = aa Do 都 可 以 根据 公式 
(Pu, p) c (u, ‘Py) 


延 拓 成 一 个 D'(0) 到 自身 的 线性 映射 ,其 中 ! Po = 于 (-DloiDe (a, o). 


c) WR V 是 0 内 的 一 个 开 集 ,而 u cD), IA u Æ 9' 上 的 限制 ulo 就 是 
线性 泛 函 u 在 Cg (0) 的 子 空间 Cg (0^) 上 的 限制 .我 们 称 u E 9' 上 为 0 (或 者 属 
T C*), WR ula = 0 (或 者 uja 可 以 由 某 个 fe C*(07) 根据 (2.1) 定义 ). 为 了 表明 
这 个 定义 是 合理 的 ,我 们 要 证 明 由 “ 在 9 的 任 一 开 覆 盖 中 每 个 开 集 上 的 限制 我 们 可 
以 把 u 重新 构造 出 来 . 为 此 我 们 有 如 下 引 理 . 


单位 分 解 引 理 设 (0,) 是 2 中 的 一 族 开 集 , 满足 0 = U, 2. 则 存在 一 族 函数 
(pj) 使 得 


i) Vj, Qj € C?*(£2), supp (v5) C Nj, 0 < (pj < l; 

ii) 对 2 中 所 有 紧 集 K, {j, K 门 supp p; z o} 是 有 限 集 ; 

ii) 在 2 E, 》 o; = 1 (根据 让 ,这 个 和 式 在 每 一 点 上 都 是 可 定义 的 )， 
j 


除了 前 面 已 经 给 出 的 参考 文献 以 外 , 读者 还 可 以 在 第 I 章 习题 6.1 中 找到 上 述 
引 理 的 一 个 证 明 (在 那里 我 们 假设 2; 在 2 中 是 紧 致 的 ; 一 般 情况 可 以 很 容易 地 由 
此 得 到 ). 

根据 上 述 引 理 , 我 们 可 以 证 明 诸如 “ 著 U; 0; = 0, 且 对 所 有 的 julo, = 0( 或 者 
ula, € C^), 则 u = 0( 或 者 ve C(O) 这 样 的 结论 . 

由 此 , 我 们 有 下 述 定义 ; 一 个 分 布 u 的 支 集 (或 者 奇异 支 集 ) 是 那些 具有 某 个 邻 
域 使 在 其 中 为 0( 或 者 为 Ce) 的 点 全 体 构成 的 集合 在 0 中 的 补 集 . u 的 支 集 记 作 
supp u, 奇异 支 集 记 作 sing supp u. 这 是 两 个 闭 集 , 满足 sing supp u C suppu. 前 述 
结果 可 以 改写 为 


u = 0 & suppu = Ø, 


u € C? & sing supp u = Ø. 
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最 后 , 我 们 指出 , WR ve (R), 以 上 定义 的 u 的 支 集 和 {x € Q,u(z) z 0) 的 闭 包 
重合 . 
Q 中 具有 紧 支 集 的 分 布 全 体 记 作 £' (0). 如 果 我 们 考虑 Co(0) 上 由 半 范 数 族 


sup sup |O°w(z)| 
z€K |o|&m 


定义 的 拓扑 (其 中 K 取 遍 2 中 所 有 紧 集 ,m 取 遍 全 体 自然 数 ), 那么 Co (0) 上 的 连 
续 线 性 泛 函 全 体 就 是 E(N). 


0.3 R 
a) 设 和, 是 两 个 具有 紧 支 集 的 Cw 函数 .我 们 定义 
usole) = futivte -Way = | ule- yeto) dv. (3.1 
这 样 定义 的 函数 vs o 是 一 个 具有 紧 支 集 的 光滑 (079) 函数 ,满足 


supp (u * v) C supp u + supp v. (3.2) 


我 们 称 之 为 函数 和 v 的 卷 积 . 

当然 ,我们 也 可 以 对 光滑 性 差 一 些 的 函数 定义 卷 积 .最 自然 的 推广 是 对 可 积 函 数 
做 的 : 如 果 ww 和 w 是 LR) 中 的 函数 , 那么 由 (3.1) 定义 的 函数 也 在 LR”) 中 ,而 
且 我 们 有 

f de f uidi f Weide: 

但 是 实际 上 我 们 最 常用 的 并 不 是 这 个 延 拓 , 而 是 下 面 b) 和 d) 中 描述 的 ,对 于 uc 
D'(R^),v € Cg* (R^) (或 者 ue D'(R"),v € E'(R")) 所 做 的 推广 . 

b) 假设 ve D'(R"),v € Cg? (R"), 我 们 记 we(y) = v(z — y), 那 么 等 式 

u x v(x) = (u, Vz) 
定义 了 R” 上 的 一 个 C” 函数 wx*w. 它 满足 
O^ (u * v) = 0^u*v = UO (3.3) 


supp (u * v) C suppu + supp v. (3.4) 


c) 卷 积 是 被 广泛 使 用 的 光滑 化 过 程 的 基础 . 现在 我 们 对 此 作 简单 描 述 . 

设 pe Cp (R^) 是 一 个 在 全 空间 上 积分 为 1 的 非 负 函 数 ,并 设 。 > 0; 我 们 定义 
gela) = "y (Z). 这 样 对 于 we DR), C> ERUR ue = ux pe 在 < 趋向 于 0 的 
时 候 按照 下 述 意义 收 化 于 u: 


V € Cg, J «vs — (u, q)). (3.5) 


0.4 4X IN 数 ‘5. 


依 这 个 办 法 用 光滑 函数 做 逼近 的 好 处 在 于 函数 列 we 的 收敛 性 态 本 质 上 由 习 的 
光滑 性 所 决定 . 这 样 如 果 u € C*(R"), 那 么 ue 在 半 范 数 族 sup EPA] 的 
意义 下 收敛 于 u， 其 中 K Hos R^ 中 所 有 紧 致 集 : 如 果 wu € LR”) (p 次 可 积 函 
数 ,1 < p < +oo), 那 么 we 在 L? 中 收敛 于 u. 

利用 (3.4), 我 们 可 以 进一步 得 到 当 e 趋向 于 0 的 时 候 ,we 的 支 集 可 以 任意 地 接 
Yt u 的 支 集 .利用 一 个 “截断 ”过 程 ,我 们 可 以 对 R" 中 一 个 开 集 0 上 的 分 布 定义 光 
滑 化 过 程 ,并 证 明 诸如 “对 于 p € [1, +00), C$ (2) 在 L) 中 稠密 或 者 在 D'(0) 中 
按照 ' 弱 拓扑 '( 也 就 是 按照 (3.5)) 稠密 ”这 样 的 结论 . 

d) 为 了 定义 两 个 分 布 的 卷 积 , 我们 首先 注意 到 ,对 于 we D'(R"), v, e € Cg (R^), 
我 们 有 

E * v(z)p(r)dz = lu, 9 * p), 


其 中 (x) = v(-2). 
我 们 利用 等 式 
(9, p) = (v, p) 
将 算 子 v 5 0 EAA E. SIRE u € D'(R?),v € E'(R"), p € Cg (R"), 我 们 由 


(u* v, p) = (u, 9 * p) 
定义 一 个 R 上 的 分 布 , 记 作 uv. BRT (3.3) 和 (3.5) 外 , 它 还 满足 
sing supp (u * v) C sing supp u + sing supp v. (3.6) 


例如 ,对 于 原点 上 的 Dirac 质量 50, 我 们 可 以 证 明 对 Re 上 的 任何 分 布 u 都 有 
u x 60 二. 分布 的 卷 积 是 研究 常 系数 微分 算 子 的 基本 工具 .在 第 I 章 L1 节 我 们 可 
以 看 到 一 个 相关 的 例子 , 同时 也 会 给 出 (3.6) 的 一 个 证 明 概要 . 


0.4 EHE 


设 M 和 0, 是 R^ 中 的 两 个 开 集 , K ED (A x Q5). 那么 对 于 ve CF (人 0),v e 
CEO (Ra), u Q v(zi, 22) 一 u(zi)v(za), FA 


(Axv, u) = (K, u & v) (4.1) 


定义 了 一 个 线性 映射 Ak : CF (05) 一 D'(D)， 该 映射 依 下 述 意义 连续 : 对 于 任意 
u € Cg? (21) 和 0, 中 的 任意 紧 致 集 天 ,存在 常数 C 和 整数 m, 满足 对 于 支 集 在 K 
中 的 任意 函数 ve CP (N): 


I(Axv, u)| < C sup sup |8*w(z)|. (4.2) 
z€K |a| <m 
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3$ K € LL, x R) 时 ,等 式 (4.1) 具有 更 常见 的 形式 
Weste f Ks do». 


一 般 说 来 ,分 布 K 由 (4.1) 完全 决定 ,我 们 称 之 为 算 子 Ak 的 核 函数 . 

L. Schwartz 的 一 个 定理 表明 , 每 一 个 在 (4.2) 意义 下 连续 的 算 子 A: O(h) 一 
D' (M) 都 有 相应 的 核 函数 . 但 是 在 下 文中 我 们 将 不 会 使 用 这 个 定理 , 因为 我 们 处 理 的 
算 子 的 核 函 数 都 是 很 容易 直接 写 出 来 的 . 例如 ,微分 算 子 已 = Y as(z)D* 的 核 函数 
是 分 布 K(z1, 22) = ao(z1)D*6(z1 一 x2), 其 中 6 Æ Dirac 质量 :由 分 布 u € D'(R”) 
定义 的 卷 积 算 子 的 核 函 数 是 K(z1, 12) = u(z1 — 22). 

核 函 数 的 概念 的 提出 使 我 们 可 以 用 一 种 更 加 代数 化 的 方式 研究 算 子 . 例 如 , 给 定 
RARR K 的 算 子 4, 我 们 很 容易 得 到 满足 下 式 的 4 的 转 置 ( 记 作 :4): 


Vuce OF, Ve e CQ, (Av, u) = ('Au, v), 
因为 只 要 取 :4 为 核 函 数 是 
 K (z1, T2) = K (x2, 21) 


的 算 子 就 可 以 了 . 
核 函 数 同样 可 以 用 来 控制 算 子 的 支 集 (和 奇异 支 集 ). 例如 


supp (Axv) C (zi, 322 € suppv, (z1, 22) € supp K J. 
对 于 奇异 文集 我 们 也 有 类 似 结论 . 


0.5 有 ”上 的 Fourier 分 析 


a) 我 们 引进 R” EE C” 函数 空间 S. 该 空间 中 的 函数 u, 除了 在 R^ 上 Co 
外 , 还 满足 
Va € N”, VOcN", sup |z% u(x)| < coo. 
zcmR^" 


对 a 和 6 取 遍 N", 我 们 在 这 个 空间 S 上 考虑 相应 的 半 范 数 族 定 义 的 拓扑 .如 果 
T= (T1, , 24) 是 R" 的 一 个 向 量 ,我 们 定义 


1/2 
|z| = Es 


Bj H u(x) = erlel 72 定义 的 函数 是 S 中 的 元 素 . 
b) 设 u € 6. 对 于 & e RR", 我 们 定义 


(6) = f 5*9 dz, (5.1) 


0.5 R” 上 的 Fourier 分 析 0T 


其 中 re = 》 zj&;. 这样 我 们 就 定义 了 一 个 连续 线性 映射 
F£:$—SGS, 


uc. 


称 作 Fourier 变换 . 函数 Fu = à PRE u KJ Fourier 变换 . 
算 子 太 具有 下 列 基本 性 质 (我 们 从 中 可 以 看 到 引进 D; 的 好 处 ): 


— 


Dju(£) = &jà(6), (5.2) 
Tale) = ale), 6.2) 
其 中 mu(z) = ule +y). 
zju(£) = -Djà(£), (5.3) 
(emmu) (€) = 7,4(9). (5.3) 


c) 我 们 称 S 上 对 于 a) 中 定义 的 半 范 数 全 体 连续 的 线性 形式 为 R 上 的 一 个 组 
增 分 布 . 缓 增 分 布 全 体 构成 的 空间 记 作 S". 特别 我 们 有 ER) C S'. 而 由 等 式 


Vueó, WES, (u,v)= fuone) dz 


定义 的 S 在 自身 上 的 作用 ,我 们 知道 S c S. 进而 根据 Ce (R^) c S, 我 们 容易 (用 
光滑 化 ) 证 明 S 在 S' 中 (对 于 在 S 上 简单 收敛 的 拓扑 而 言 ) 稠密 . 
注意 到 Fubini 定理 给 出 


Vu € 8, WES, | à(£)v(£)d£ — / donais (5.4) 
我 们 由 此 知道 ,对 于 ve S',p e S, ER 
(à, p) ga (u, e) (9.5) 


EXT F: S> S 的 唯一 一 个 延 拓 X: S S. We x 仍然 满足 (5.2), (5.2) 和 
(5.3), (5.3/). 

我 们 注意 到 映射 F 在 LR”) 上 的 限制 仍然 由 等 式 (5.1) 给 出 ， 并 且 对 u ce 
L'(R"), 是 一 个 在 无 穷 远 趋向 于 0 的 连续 函数 . 另 一 个 例子 是 


6=1, 


这 可 以 直接 由 定义 得 到 . 


8， 0 ”记号 和 分 布 论 的 复习 


利用 (5.2), 我 们 知道 存在 一 个 ce C 满足 1 = 6. 由 此 得 到 ,对 于 所 有 的 ve S: 
&(0) = (0, à) = (1, à) = (1, u) = cu(0), 
而 对 于 一 些 特殊 的 例子 演算 (比如 u(x) = e-177/2) 可 以 得 到 c = (22) RIFISERERE 
Tory 和 公式 (5.2), (5.3), 我 们 得 到 
h(x) = (2r)"u(—2). 
换 名 话说, 对 于 ve S, (5.1) 等 价 于 
= dl. ei? 5 $ 
ulo) = s fea (5.6) 

这 被 称 为 Fourier 逆 变 换 公式 . 

因此 大 是 从 S 到 S 的 一 个 同 构 ,根据 (5.5), 它 也 是 一 个 从 S 到 S' 的 同 构 . 它 
的 逆 是 (20) ^F, RR F dé s 上 由 等 式 


(9, p) = (v, $)， 其 中 o(z) = p(-z) 
定义 的 对 称 变换 v 0 的 复合 . 


d) Æ L2(R") 中 Fourier 变换 有 着 特别 重要 的 地 位 .对 于 f, g€ LR), 我 们 考 
BAR 
(f, 9) = f Haia 


根据 (5.4) 和 Fourier AERAR, 对 于 f, g S 我 们 有 
(f, 8) = (21)” (F, 9). (5.7) 


由 此 推出 F 可 以 延 拓 成 L?(R") 上 的 自 同 构 , 使 得 (2r) F EAER. 这 就 
是 Plancherel 定 理 . 


e) 公式 (5.2) 和 (5.3) 使 我 们 可 以 研究 着 积 和 Fourier 变换 之 间 的 关系 .为 了 
阐明 这 个 关系 , 我 们 引进 Coo 缓 增 函 数 的 概念 .一 个 函数 a €. CPR”) 被 称 为 缓 增 
的 , 如果 我 们 有 


Va € N”, 3M, € N, 3C, > 0, Vx e R”, |O°a(z)| € Call + |z|) s. 


比如 多 项 式 函 数 就 是 这 样 的 函数 ， 更 一 般 的 ,对 于 u c ER), 是 一 个 Ce 208 
函数 . 

如 果 a 是 一 个 Cee 缓 增 函 数 ,那么 和 a 的 乘积 定义 了 S 上 的 一 个 连续 线性 算 
子 ,因此 , 由 对 偶 性 , 它 可 以 延 拓 成 5 上 的 一 个 连续 线性 算 子 .特别 我 们 有 a e S' (把 
它 看 作 a-1). 
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最 后 ,如 果 ve S' v e S, 那 么 我 们 用 
v * p(z) = (v, v) 
来 定义 他 们 的 卷 积 v* ,其 中 hely) = v(z — y) 是 一 个 Co» 组 增 函数 .我 们 于 是 有 
下 面 的 公式 
WR w€ S', vel, 那么 F(uxv) = Fu£v; 
WR u € S', pes, 那么 Flou) = (2r) "Fu * Fo. 


在 其 他 一 些 (特别 是 和 L 有 关 的 ) 场合 上 述 等 式 也 成 立 但 是 在 本 课程 中 我 们 
用 不 到 这 些 . 


I 拟 微分 算 子 


在 本 章 中 我 们 将 以 自足 的 方式 给 出 一 种 拟 微分 算 子 理论 的 基本 要 素 : 象征 , 算 
子 的 象征 演算 , 在 Sobolev 空间 上 的 作用 , 以 及 在 坐标 变换 下 的 不 变性 . 


L1 导论 


L1.1 Fourier 变换 的 运用 


对 于 一 个 Ce 缓 增 函数 alt) (第 0 章 , 0.5. 节 e)), 我 们 用 a(D) WE S'(R^) 上 
定义 的 算 子 


(a(D)u)(£) = a(&)(£). 
我 们 称 函 数 a(£) 为 算 子 a(D) 的 象征 . 对 于 u € S, 我 们 有 等 式 


(a(D)u)z) = mi” f e*t) at (1.1.1) 

和 Fourier 325357 5 
ula) = x)" f etae) at 
比较 以 后 得 到 , 对于， 在 SARE 的 分 量 ae) et 而 言 ，a(D) 的 作用 只 是 对 E 
lii" à(£) RE a(£). 
此 外 ,我 们 还 有 关系 式 
a(D)b(D) = (ab)(D). 

这 表明 两 个 算 子 的 复合 的 象征 就 是 两 个 算 子 的 象征 之 积 : 我 们 称 这 样 的 性 质 为 de 
征 演算 ”, 在 L13 节 我 们 将 对 此 详细 讨论 . 我 们 还 将 (在 对 a(é) 的 增长 速度 加 以 一 
定 的 限制 的 前 提 下 ) 称 a(D) 为 一 个 “ 常 系数 ( 即 其 象征 与 z 无 关 ) 拟 微 分 算 子 ”. 
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本 章 中 将 发 展 出 一 套 把 算 子 a(x, D) 和 一 般 的 象征 alz, £) 相关 联 的 理论 , 使 我 
们 仍然 有 上 面 提 到 的 “a(z, D) 改变 振幅 ”的 性 质 ,更 重要 的 是 我 们 将 会 得 到 相应 的 
象征 演算 
a(z, D)b(z, D) = (a#b)(z, D), 
这 里 a#b 是 一 个 我 们 能 够 计算 的 象征 (而 且 当 是 常 系数 的 时 候 就 是 ab). 不 过 , 即 
便 是 最 简单 的 常 系数 算 子 的 理论 也 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结论 . 比如 我 们 考虑 Laplace 


算 子 : 
P=A=8 +. +2. 


这 个 算 子 就 是 前 面 描述 的 这 种 类 型 的 , 它 具有 象征 
a(£) = 一 八 


我 们 可 以 找到 一 个 满足 PE = 5+w 的 分 布 (这 里 5 是 0 点 处 的 Dirac ME, 
w ES); 其 实 我 们 只 要 取 


有 一 


就 可 以 了 (这 里 x e Cge(R"), 且 在 上 = 0 的 一 个 邻 域 里 满足 x = 1), 这 是 因为 
PE(£) = -JEP ÊE) = 1 — x(£). 


这 样 的 一 个 分 布 E 在 0 点 之 外 是 Ce 的 ;事实 上 对 于 充分 大 的 lel, -iE = ôg Ê 
是 -3 次 齐 次 的 ,而 (-iz;)kE = OE Ê Æ -2 一 有 次 齐 次 的 ,对 于 E 的 各 阶 导数 也 有 
类 似 结论 (参见 习题 1.1). 另 一 方面 , 若 f e 21, 我 们 有 


P(E*f)—-ftwxf. 
Pus 
的 一 个 近似 解 , 且 误差 项 w* J& Coo 的 .最 后 我 们 注意 到 sing supp u = sing supp f: 
事实 上 ,因为 Pu = f - C^, AE u Æ Ce 的 地 方 f 也 是 光滑 的 ; 另外 , 如果 f 在 
zo 附近 是 Ce 的 ,我 们 可 以 取 一 个 在 zo 附近 为 1 的 函数 x € C>, 满 足 xj e Co, TE 
等 式 
u-Ex*f-Es*(xf)c- E*(0»0—x)f) 

右边 我 们 有 Ex (xf)e C”, H 


(E * (1 - OA) = J E(z — y)(1 — x(y) f (y)dy 


在 z 接近 zo 的 时 候 只 和 z — y Z0 (de 光滑 的 地 方 ) 有 关 . 因此 在 r 接近 ro 
的 时 候 u(x) e Cee. 
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利用 E 我们 还 可 以 得 到 ,对 于 方程 Pv = f 的 每 一 个 解 v, RITA 
sing supp v = sing supp f. 


实际 上 , 如 果 f YE zo 附近 是 Ce 的 , 取 一 个 在 zo 附近 为 1 的 函数 x € C8?; 那么 在 
zo 附近 P(xv) 就 是 f, 因 此 它 在 zo 附近 也 是 Coo 的 .既然 xv 和 P(xv) 都 是 E 中 
的 元 素 ,我 们 有 

Ex(P(xv) — xv -w*(xv) 2 xv mod C”, 


于 是 由 前 述 结果 我 们 知道 在 zo 附近 xv € C9. 

所 以 利用 和 5 做 卷 积 得 到 的 算 子 (D), 我 们 先 把 它 看 作 模 Cee 意义 下 P 的 右 
xt (为 了 得 到 方程 Pu = f 的 一 个 “近似 解 "), 再 把 它 看 成 模 Co 意义 下 P 的 左 逆 
(为 了 研究 Pv = f 的 解 的 光滑 性 ). RIZA P 的 一 个 拟 基本 解 . 

尽管 如 此 , 这 种 完全 “从 Fourier 出 发 ”的 工作 方式 还 是 有 种 种 不 便 : 我 们 无 法 做 
到 精确 控制 suppu 和 sing supp u, 而且 这 种 手段 也 难以 用 来 处 理 “ 变 系数 ” 算 子 . 


1.1.2 TRHAT 
由 L11 节 中 的 方法 我 们 对 于 一 个 算 子 = as(z)D2(as € S) 得 到 
Pu(£) = (21)7^ V âa * (£"à(£)), 
但 这 个 式 子 并 不 是 很 好 用 .实际 上 , 更 加 好 用 的 关系 式 是 
Pu(z) = (21)7^ /sreplz €) à(£) dé, (1.2.1) 
p(z, £) = >》  a«(z)£*, 


因为 在 这 一 形式 下 我 们 并 不 一 定 要 取 ple, €) 为 € 的 一 个 多 项 式 函数 ， 也 就 是 说 并 
不 一 定 要 取 成 微分 算 子 的 象征 :所 有 “适当 的 "a = alz, £) 都 可 以 . 我 们 称 相应 的 算 
子 为 象征 为 a(z, €) 的 拟 微分 算 子 ", 记 作 al, D); 或 者 在 不 会 发 生 混淆 的 时 候 简单 
记 作 A. 

所 谓 “适当 的 " 是 指 : 

i) a(z, £) 必须 在 |El > +oo 时 对 于 € 具有 多 项 式 增长 , 而且 它 对 c 求 导数 可 以 
使 这 一 性 质 具 有 更 加 好 的 表现 ; 换 句 话说 存在 一 个 m 使 得 


Vo, |Oga(z, £)| < Call + £I! 


ii) a(x, £) 对 于 z 的 变化 要 足够 小 ,以 至 于 (12.1) 中 振幅 a(z, €) 和 “相位 ”ei** 
之 间 的 差异 可 以 明显 地 得 到 保持 . 更 为 精确 地 说 我 们 要 求 


Vo, lOzalz, €) < Call + IE". 
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我 们 称 一 个 满足 1) 和 ii) 这 种 类 型 的 条 件 的 Coo 函数 为 一 个 m 阶 象 征 (更 为 明确 
的 定义 在 I 2.1 节 中 给 出 ). 容易 想见 对 于 上 述 这 两 个 条 件 我 们 可 以 做 相当 大 的 改动 ， 
相关 讨论 参见 本 章 习 题 (习题 2.8, 2.9, 4.12). 

历史 上 ,这 种 处 理 方式 的 效用 最 早 是 在 寻找 一 个 变 系数 椭圆 算 子 P(e, D) 的 拟 
基本 解 ( 见 工 1.1 节 ) 的 过 程 中 体现 出 来 的 (所 谓 椭圆 是 指 对 于 EER”, E 大 0, 我 们 有 
pm(z, E) Z 0). EXE, 当 我 们 试图 求 一 个 方程 Pu = f 的 形 如 u = alx, D)f 的 解 的 
时 候 ,我 们 得 到 


Pu(z) = (21) | d*tp(s, £+ D) a(s, £) F(E d, 


其 中 
p(z, £+ D)a = plz, &)a(z, €) Y —:ogp(z, £)D"a. 
o0 

在 上 面 的 和 式 中 , 随 着 指标 a 的 增 大 ,相应 的 项 在 [e] — Hoo 时 的 行为 是 越 来 越 好 
(容易 控制 ) 的 :如 果 我 们 取 a(z, €) = XE (因为 对 于 足够 大 的 | p, €) 0) 
们 可 以 验证 ,a 是 一 个 -m 阶 象 征 ,而 且 p(z, €+ D)a = 1-- O(/I£]) =1+m 其 中 > 
是 一 个 -1 阶 象征 . 因此 ,我 们 能 够 写 下 等 式 Pu = fe Rf, 这 里 Rf 是 一 个 比 了 具 
有 更 好 光滑 性 的 函数 (比如 , 若 f e LIA RF 及 其 梯度 都 在 L 内 ). 今后 我 们 可 
以 看 到 (1.5.4 节 ), 我 们 可 以 把 这 一 过 程 继续 改进 ,最 终 就 像 在 L11 节 中 那样 ,得 到 
Rf eC™. 

“最 关键 的 事情 ,是 要 建立 一 个 (包含 象征 及 相应 算 子 的 ) 框架 ,使 得 我 们 可 以 ( 近 
似 地 ) 求 一 个 (微分 或 拟 微分 ) 算 子 P(z, D) 的 一 个 同类 型 的 逆 算 子 a(z, D): 这 样 我 
们 就 得 到 一 个 算 子 代数 ,并 且 逆 算 子 的 象征 基本 上 就 是 “自然 的 候选 对 象 "olz, £) = 


T, 
É RIERA ,所 谓 近 似 在 这 里 并 不 是 对 函数 值 而 言 的 ,而 是 从 它们 的 光滑 性 角度 
考虑 : 一 个 “小 误差 ” 指 的 是 一 个 Coo 函数 , 而 不 论 实际 上 这 个 函数 有 多 大 ! 人 们 由 
此 会 担心 ,这 样 一 来 这 一 理论 的 应 用 将 被 局 限 在 对 于 函数 奇 性 的 研究 上 , 就 像 在 L1 
节 中 我 们 看 到 的 那样 


Xi Av = f, 那么 sing supp v = sing supp f. 


但 是 实际 上 , 这 根本 不 是 问题 ,我 们 在 第 II 章 中 将 看 到 如 何 用 拟 微分 算 子 的 理论 建 
立 一 些微 分 问题 的 解 和 已 知 条 件 之 间 的 不 等 式 ;该 理论 的 近似 性 质 反 映 在 我 们 难以 
确定 这 些 不 等 式 中 的 常数 的 具体 数值 这 一 点 上 ; 即使 这 样 ,这 些 不 等 式 的 存在 性 仍然 
可 以 用 来 证 明 一 大 类 问题 的 精确 解 的 存在 性 (参见 第 Tr 章 , IL.C.1.2 节 ). 


L1.3 ”调和 两 个 方面 (坐标 空间 > 和 相位 空间 £) 


上 面 简单 描述 的 理论 的 特点 是 引进 了 象征 这 个 强 有 力 的 概念 ， 例 如 , 和 两 个 象 
ÎE a(x, £) 和 b(z, £) 通过 (1.2.1) 相关 联 的 算 子 的 乘积 alz, D)b(z, D) 至 少 在 形式 
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上 是 和 茶 个 函数 c(z, €) 通过 同样 的 方式 相关 联 的 算 子 : c(z, €) 本 身 也 是 一 个 象征 这 
件 事情 是 一 个 非常 不 平凡 的 结果 ,事实 上 这 正 是 本 章 的 核心 内 容 (定理 4.1). RILLII 
节 类 似 我 们 也 有 一 种 “象征 演算 ”, 在 此 意义 下 c 有 渐进 展开 (这 一 概念 在 第 L2 节 中 
定义 ) 

c~ Y = ôa Db, 


其 中 最 主要 的 项 是 ab, 就 和 常 系数 微分 算 子 的 情形 一 样 . 

有 这 样 一 套 象征 演算 的 好 处 在 于 ,我 们 可 以 把 关于 算 子 的 命题 转化 为 关于 函数 
的 命题 : 我 们 会 看 到 很 多 这 方面 的 例子 (特别 是 在 第 L5 WH). 

此 外 ,该 理论 的 一 个 推论 是 下 述 “ 拟 局 部 性 质 ”: 对 所 有 拟 微分 算 子 A, 


sing supp Au C sing suppu (参见 1.1.1 节 ). 


这 表明 一 个 算 子 4 的 作用 尽管 “延展 ”了 函数 u 的 支 集 ,但 是 它 并 不 影响 u 的 奇 点 
在 zx 空间 的 局 部 化 (这 一 事实 是 难以 直接 从 (1.2.1) 看 出 来 的 ). 
对 此 做 更 为 精细 的 讨论 ( 见 第 II EE LB 节 ) 我 们 可 以 得 到 u 的 波 前 集 的 概念 
( 记 作 WF(w)), 这 个 集合 里 的 点 (z, £) 满足 z € sing suppu,JEH. € Æ u YE a 附近 的 
主导 频率 . 我 们 将 会 证 明 
WF(Au) c WF(u). 
这 样 我 们 看 到 拟 微分 演算 和 相应 的 波 前 集 的 概念 使 我 们 可 以 对 所 考虑 的 函数 “从 z 


的 角度 ”和 “从 Fourier 的 角度 ”得 到 两 方面 信息 .系统 性 地 “对 x" 和 “对 £" 做 局 
部 化 的 过 程 称 为 微 局 部 分 析 , 将 在 第 II 章 A,B 两 节 中 简 述 . 


L2 £f 
L2.3 ”定义 和 例子 
定义 ” 设 m e R, 我 们 记 满 足 条 件 


Va, VD, 


820£a(s, €)| < Ca, al1 + I£]) "^ (2.1.1) 
的 函数 a e Co (R^ x R”) 全 体 为 S" = Sm(R" x R"), 同 时 引进 记号 5-% —(, S". 
Sm 的 一 个 元 素 a 称 为 一 个 m 阶 象征 . 
例 1 alz, = E au(z)to, 其 中 au € Cece(R"), 且 每 一 个 au 及 其 任意 阶 
导数 都 是 有 界 的 ,那么 a c SM: 我 们 称 a 是 一 个 微分 象征 


fj 2 it a(£) 是 一 个 m 阶 (IE) 齐 次 函数 ( 即 VÀ > 0，a(X) = A"a(£)) 且 当 
£z 0 时 函数 是 Coo 的 . 若 x e CF BE 0 点 附近 x= 1 那么 a(£) = (1 — x(£))a(£) 
是 一 个 m 阶 象 征 . 


12 £$& 征 15. 


Bj 3 设 p(z,&) 是 对 ze n(n 是 RR" 中 的 一 个 开 集 ) 定义 的 一 个 m 阶 微分 象 
征 . 设 p 在 2 中 是 椭圆 的 ,就 是 说 : 


Vz € Q, VE C R^, € £0, pmlz, £) #0. 
对 于 wp € Cge(2), 和 满足 在 0 点 附近 X = 180 x e OP, RB ale, £) = e) RIO) 
对 于 充分 大 的 C 是 一 个 -m 阶 象 征 (参见 1.1.3 节 中 的 讨论 ). 


例 4 若 peS, 则 函数 ole 是 一 个 -oo 阶 象 征 . 
例 5 函数 alz, £) = eic 不 是 一 个 象征 . 


我 们 有 下 述 基 本 性 质 : 
若 ae S™，, 则 8 6ta € smel, (2.1.2) 
若 aeSm,beSm , Wj abe Smt™， (2.1.3) 
Zi ac S" , Mj a c S'(R?"). (2.1.4) 


最 后 , 下 述 引 理 是 很 有 用 的 : 
引 理 2.1.1 若 a1,- , ap € S5, F € C9(C*), M) F(a;,--- , a) € S9. 
证 明 既然 Reax 和 Ima, 都 是 59 的 元 素 , 我 们 可 以 假设 a; 是 实 值 函数 , 并 且 
F € Co (R^). 于 是 我 们 有 
a; F0) = Y asa, (2.1.5) 
8 OF 
3c; (© = 5 Ba; 28 (2.1.6) 
我 们 对 p 用 归纳 法 来 证 明 形 如 (2.1.1) 的 估计 对 于 所 有 形 如 F(a) 的 函数 和 满足 
lal + |8| < p 的 指标 都 成 立 . p = 0 的 情形 是 显然 的 .而 对 于 lal + 8| < p- 1 的 情 
形 ,我 们 对 (2.1.5) 和 (2.1.6) 应 用 Leibniz 公式 ,并 考虑 对 各 个 偏 导 函 数 O 的 归 
纳 假设 , 便 可 得 到 结论 . 口 
我 们 还 要 提醒 读者 注意 ,一 个 象征 alx, £) (£ € R^,£ e R^) 一 般 来 说 对 于 变量 
y = (x, z'), n = (6, £)(z' € R",£ € R", m > 1) 并 不 是 一 个 象征 ,除非 它 是 微分 象 
征 (习题 2.1). 在 实际 应 用 中 ,很 多 其 他 的 象征 类 也 是 非常 有 用 的 : 在 习题 2.8 和 2.9 
中 我 们 将 介绍 一 些 这 方面 的 内 容 . 
I.2.2 ”象征 的 逼近 
我 们 在 Sm 上 定义 一 族 半 范 数 


ena pa erm pes 0} 
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这 样 我 们 得 到 一 个 完备 空间 (更 精确 的 说 是 一 个 Fréchet 空间 ), 其 中 an 一 a 意味 
着 对 于 Vo, Vp, A Ja. — a[* 4 一 0. 容易 看 到 在 这 个 拓扑 下 ， 由 (2.1.2) 和 (2.1.3) XE 
义 的 映射 是 连续 的 . 

下 面 的 逼近 引 理 对 于 我 们 是 有 用 的 : 


引 理 2.2.1 设 a c S?(R^ x R”), 记 ac(z, £) = a(x, c£). BRA as Æ S? 中 有 
界 , 且 对 于 mm > 0, 在 Sm 中 , 当 < 一 0 Ef, as — ag. 


证 明 我 们 将 证 明 , 对 于 0 < m < 1,0 < e < 1, 以 及 任意 的 a 和 8, 我 们 有 
lae 一 aol% g € Cu pmem. 事实 上 ,对 于 8 = 0, 


1 
OP (ae — ag) = E£- f OcOz a(x, te£)dt, 
0 


由 此 得 到 


elé| 
alae- aE | — e. Clos + elt) 
我 们 需要 的 估计 由 log(1 + x) < Cz" (x > 0,m > 0) 就 可 以 得 到 . 
对 于 B 4: 0,0207ao = 0, 而 另 一 方面 ， 
|323 ae] < Ca, gel? (1 + e|£]) Pl, 
最 后 由 G-le) > 1- ele| 就 可 以 得 到 结果 . 
我 们 注意 到 在 S? 中 我 们 得 不 到 az — ao. 口 
特别 的 ,车 x eS 和 且 在 0 点 附近 X= 1,a c Sm, 那么 象征 ac(z, £) = x(eé)al(z, €) 
都 是 -oo 阶 的 , 且 对 于 所 有 的 m > mm, 在 Sm 中 有 收敛 关系 式 ac 一 a. 
L2.3 EMR S 与 S 中 的 古典 拟 微分 象征 
对 于 某 个 递减 数列 m; 一 —oo(j € N), 我 们 考虑 象征 a; € S". (在 实际 应 用 中 
通常 取 mj = m 一 j 3X m; =m- j/2). 我 们 希望 赋予 和 式 2 某 种 意义 ,因为 它 
一 般 来 说 不 会 是 一 个 收敛 级 数 ; 我 们 记 
awn `> Qj 
(在 考虑 |£| 一 --oo 时 的 性 态 这 一 意义 下 的 渐 近 和 式 ), 如 果 有 
k 


Vk20, wa 一 》 oj E gm, 
j-0 


为 了 更 好 的 理解 渐 近 展开 这 个 概念, 我 们 先 给 出 下 述 经 典 引 理 
Borel 引 理 . 设 (b;) 是 一 个 复数 序列 , 则 存在 一 个 光滑 函数 f € C*(R) 满足 
vj, 四 (0) = 5;, 也 就 是 说 当 z 一 0 时 有 f(z) ~ 56; T 
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证 明 我 们 取 一 个 对 |z| < 1 取 值 为 1, 对 |z| > 2 取 值 为 0 的 Cee 函数 y. 
我 们 将 证 明 可 以 选取 一 个 适当 的 趋向 于 +oo 的 正 数列 (和 ;) 使 得 由 下 式 定义 的 
函数 
29 j 
Fe) = 355; x Qua) 
j=0 7 


具有 我 们 需要 的 性 质 .首先 我 们 注意 到 上 面 的 级 数 是 简单 收敛 的 ， 对 于 整数 k 和 
j 之 k, 上 述 级 数 中 的 第 j 项 的 阶 导数 满足 
gi-* 


O«£«k 


因为 yz 在 x 及 其 各 阶 导数 的 支 集 上 都 是 有 界 的 ， 所 以 存在 常数 Ce 满足 
1 
G-E) 


我 们 选择 Aj > 1 + [bj] IAR z eR, 级 数 7 |/ (o) | 是 一 致 收敛 的 ,由 此 保证 f 
是 C 的 , 目 其 导数 可 以 由 逐 项 求 导 得 到 . 特别 地 ,对 每 一 个 


f™ (0) = br. 


Pæ] < Clo; 


同样 的 引 理 对 于 C 中 的 一 个 扇形 区 域 上 的 全 纯 函数 f = f (2) 也 是 成 立 的 ( 习 
题 2.6). 

对 一 个 象征 的 渐 近 和 式 的 情形 ,我 们 有 下 述 性 质 

性 质 2.3 存在 a c S" 满足 a 和 ~ Eaj, 而 且 我 们 还 可 以 进一步 要 求 suppa C 
U supp aj. 

WEB] ”我 们 只 需 对 上 面 的 引 理 做 适当 的 修改 , 把 > — 0 时 的 渐 近 性 质 换 成 1/|e| 一 
0 时 的 渐 近 性 质 . 这 样 对 于 在 0 点 附近 取 值 为 1 的 函数 x € Cy ,我 们 考虑 


a= 3 à; = M0 - x(e;£))a;, 
其 中 e; N 0 是 一 个 下 降 得 足够 快 的 数列 . 更 精确 地 我 们 要 求 对 于 Jal -F 1] < j, 


8z0£à; < 277(1 4 |e|):*s - Mel. 


因为 1 一 x(eé) YE 51 中 趋向 于 0, AER 2.2.1, 这 是 可 以 做 到 的 .这 个 和 
式 在 每 一 点 都 是 一 个 有 限 和 , 所 以 a € Co. 
对 于 给 定 的 o, p, k, RITE, XIF N > [o] 十 IB], mx +1 S mia, 


0202 (- 5 a) 


j&N-1 


SAP p, 
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所 以 | 
ao-».ajca- M, üt $, D(a) 
j&k j&N-1 KHISISN-1 jgk 
满足 
8202 | a- $a; | < Ca o. (19 ENHA, 
j&k 
AHX aj- ã; e S7% H àj esm. 口 


出 于 类 似 的 想法 ,我 们 引进 下 面 的 定义 
定义 一 个 象征 a c S" 被 称 作 古 典 的 , 若 a ~ -aj, 其 中 函数 a; 对 于 [e] > 1 
是 一 个 m j 阶 齐 次 函数 , 换 句 话说 对 于 le > LA 2 1, aj(z, 和 €) = 和 miaj(z, £). 


L2.1 节 中 作为 例子 给 出 的 前 三 类 象征 都 是 古典 的 . 

有 时 候 , 我 们 还 会 (对 “象征 ”这 个 概念 稍 加 滥用 地 ) 把 所 有 在 | 引 关 0 时 C” 的 
函数 a 都 称 作 象征 : 在 这 个 情况 下 我 们 约定 要 通过 适当 的 方式 在 E = 0 附近 做 一 个 
截断 ; 这 样 得 到 的 两 个 象征 之 差 都 是 S 的 . 特别 地 , 所 有 齐 次 函数 都 是 如 此 . 


L3 S 和 5' 中 的 拟 微分 算 子 
现在 我 们 来 精确 给 出 导论 中 提 到 过 的 定义 
I.3.1 S 上 的 作用 
性 质 3.1 如 果 ae Sm,veS, 那 么 等 式 
Op (a)u(z) = (21)7^ f dale, £) à(e) e 
定义 了 S 中 的 一 个 函数 ,而 且 
(a, u) Op (a)u 


是 连续 的 . 这 样 定 义 了 一 个 由 S" 映 到 S 上 线性 算 子 空间 的 线性 映射 Op, 它 是 单 
射 , 旦 满足 关系 式 


| [Op (a), D;] = iOp (8a), (3.1.1) 


[Op (a), xj] = —iOp (0e,a), 
其 中 r; 表示 函数 m c; 定义 的 乘积 算 子 . 
证 明 首先 ,因为 â es aces RITE 


lOp (a)u(2)] < Q7)" (sup lafe, H+ ED") fa + le)™ lal ae, 
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这 表明 Op (a)u 是 (连续 旦 ) ARH. 
关系 式 (3.1.1) 可 以 由 分 部 积分 很 快 得 到 . 比如 ， 


Op (a)D;u(z) = Or)" | et Dral) ag 


= (27) | étale, 6 6; aE) dg, 7 


D;(Op (a)u)(z) = —i jen” f Eita, E) à(£) dE + Op (85; 2 f 


两 式 相 减 就 得 到 (3.1.1) 的 第 一 式 . 由 这 些 关系 式 可 以 推出 , z* D^ (Op (a)u) 是 一 些 
JE n 


Op (82 8? a)(z^" D^" u) (rh o! +a” =a, B' - B" = B) 
的 项 的 线性 组 合 ,因此 s" DP(Op (a)u) EH u E S 中 的 一 个 半 范 数 和 a 在 Sm 中 的 
一 个 半 范 数 的 乘积 所 控制 的 ， 这样 就 得 到 我 们 需要 的 连续 性 . 
最 后 ,为 了 证 明 Op 是 单 射 ,我 们 假设 对 于 所 有 的 ue S, z c R", 有 
f e?5a(z, £)ü(£) d£ = 0. 


我 们 固定 zx, 首先 可 以 注意 到 函数 


在 LR”) 中 , 且 和 所 有 形 如 


v(£) = ie(1 + je) 2+3 +E); 


的 函数 正 交 . 但 是 当 u PUR S 时 , v DOR S, 这 样 由 S 在 L? 中 的 稠密 性 得 到 
b — 0. 口 


定义 ”对 于 ae 5m, 算 子 Op (a) 是 以 a 为 象征 的 拟 微分 算 子 .我 们 称 一 个 拟 微 
分 算 子 是 mm 阶 的 , 如 果 它 的 象征 在 Sm rp. 


记号 ”和 微分 算 子 的 情形 类 似 (参见 (1.2.1)), 我 们 经 常 记 Op (a) = alx, D). 如 
有 果 不 会 产生 混淆 ,我 们 用 表示 象征 的 字母 的 大 写 形 式 来 记 相 应 的 拟 微分 算 子 :4 = 
Op (a). 
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L3.2 ATHARE 
1.3.2.1 算 子 的 核 函 数 
首先 假设 a c 5S-%. 对 于 we S, RIE 


Op (aula) = (27)-^ | eala, © le) a£ 
= (27) | "tais, $t f «7t 
= Cn | utyyày [ eat, £) ag, 
算 子 Op (a) 的 核 函 数 K 于 是 由 下 式 给 出 ; 


K(z, y) — (2x)7^ f e? Eas. £) d£. (3.2.1) 
M a 是 Sm BPRNHI, 上 式 有 下 述 延 拓 
K(z, y) = Qn) "(Fea)(s, y — 2), (3.2.2) 


其 中 Fea 表示 a 在 S'(R?") 中 对 于 E 的 Fourier 变换 .由 Fourier 逆 变 换 公 式 我 们 得 
到 
a(z, £) = £F, e[K(z, x — y)]. (3.2.2/) 

以 上 (3.2.2), (3.2.2) 两 式 在 S'(R?") 中 建立 了 象征 和 算 子 核 函 数 之 间 的 一 个 双 
射 . 当然 , 如 果 a 仅 是 SR”) 中 的 元 素 ,那么 相应 的 算 子 把 S 映 到 S", 而 不 是 像 性 
质 3.1 中 那样 把 S 映 到 S. 这 表明 作为 拟 微分 算 子 的 核 函 数 KC 的 缓 增 分 布 具有 某 些 
其 他 组 增 分 布 不 具备 的 性 质 (参见 习题 3.1 和 3.2). 在 本 课程 中 我 们 将 不 需要 用 到 
这 些 性 质 . 

1.3.2.2 fUT BH EB T 

对 任何 一 个 由 S 到 S 的 算 子 A, 我 们 希望 找到 一 个 由 S 到 S 的 算 子 A" WE 

Vu€ó, VvES, (Au, v) = (u, A*v). 


主意 由 我 们 已 经 看 到 过 的 稠密 性 论据 , 如 果 A* 存在 , 则 它 是 唯一 的 ; 我 们 称 4* 为 4 
HEMAT. 
A* 的 存在 性 使 我 们 可 以 根据 下 式 定义 A:S >S, 
Vu € S, WweES, (Au, v) 7 (u, A*v), 
这 里 对 于 ve S',ve S, (u, v) 表示 (u, v) O, (-, -) 是 由 对 偶 性 定义 的 : 我们 于 
是 可 以 有 
(Au, v) = (u, ÂD). (3.2.3) 
@ 译 校 者 注 :参见 0.5 W. 
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这 样 的 操作 在 定义 S' 上 的 Fourier 变换 时 已 经 用 到 过 ,因为 那里 我 们 有 
F =F. 
现在 我 们 对 两 类 拟 微 分 算 子 来 研究 这 些 问 题 
a) 若 卫 二 》 as(z) D^ 是 一 个 系数 为 组 增 Co 函数 的 微分 算 子 ,那么 对 于 所 
有 5 中 的 函数 和 ,我 们 有 
(Pu, v) = (u, P*v), 
其 中 Prv= M. D*(asv). 


lalgm 


实际 上 , (au, v) = (u, av), 而 
(Du, v) = | Djusaz = -i f (810) vas 
=i f uv)as = f 95a = (u, Djv). 

这 样 P* 也 是 一 个 系数 为 缓 增 Co 函数 的 微分 算 子 . 我 们 还 注意 到 它 的 主 象征 就 是 
P RS EARAERS Jc ia dic 

b) 设 a(D) 是 一 个 常 系数 拟 微分 算 子 (就 是 说 它 的 象征 a 不 依赖 于 z). 对 于 S 
中 的 元 素 uv, RITA 

(a(D)u, v) = (27)7"(aà, ô) = 2x)" (à, aô) = (u, a(D)v). 

这 样 a(D)* = a(D). 


TE a) 和 Pb) 这 两 种 情形 我 们 所 考虑 的 拟 微分 算 子 的 共 斩 都 是 同 阶 的 拟 微分 算 子 . 
这 在 一 般 情况 下 也 是 成 立 的 ,但 是 证 明 会 比较 长 . 

在 结束 本 小 节 之 前 ,我 们 还 注意 到 , 如果 4* 存在 , 它 的 核 函 数 K* 可 以 由 4 的 
ARR K 很 方便 的 表示 出 来 .事实 上 ,根据 算 子 核 函 数 的 定义 和 公式 (3.2.3), 我 们 有 


\ (K(z, y), u(y)u(z)) = (Au, v) = (u, A*v) 
— (u, A*v) 
= (K*(y, z), v(x)u(y)). 
Bn, 
K*(y, x) = K(z, y). (3.2.4) 
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1.3.2.3 MAJA THHRAT 


设 4 是 一 个 象征 os Sm 的 拟 微分 算 子 . 我 们 在 假定 存在 的 前 提 下 计算 4 的 共 
WAT. 为 此 ,根据 前 两 节 的 结论 ,我 们 只 要 验证 , 若 K 是 4 的 核 函 数 (由 (3.2.2) 式 
给 出 ), 那 么 由 (3.2.4) 定义 的 核 函数 K* 对 应 的 算 子 把 S 映 到 S. 事实 上 我 们 将 要 证 
明 它 是 一 个 拟 微 分 算 子 . 为 此 ,我 们 需要 证 明 在 S'(R?^) 中 由 K* 通过 (3.2.2) 定义 
的 分 布 a* 是 一 个 象征 . 为 了 建立 一 个 由 a 出 发 得 到 a* 的 公式 , 我 们 最 好 先 假 设 a 
(因此 a*) 是 S(R?") 的 一 个 元 素 , 然后 再 利用 (3.2.2), (3.2.2) 和 (3.2.4) 中 考虑 的 映 
射 的 连续 性 将 其 延 拓 到 S (R?) E. 这 样 我 们 有 


K*( y) = Kly, 2) = (21) [eerat a 


a'( €) = f K*(e, z- ye dy 
spr" l es -9a(z — y, n) dy dn 
-(27)" f e "(x — y, £ — n) dy dy. 


所 以 a — a* 就 是 和 指数 振荡 因子 (20) ^ eiim 做 卷 积 . 直接 验证 这 一 操作 把 S (R) 
映 到 S'(R?^) 也 是 容易 的 , 因为 (参见 习题 4.9.a) (21) 7" expiré) 关于 (z, €) 的 
Fourier 变换 exp(i2é6) 是 一 个 Coo. 缓 增 函 数 , 因此 是 SR”) 的 一 个 乘 子 .关键 的 步 
又 是 下 面 的 定理 , 它 是 象征 演算 的 两 个 基本 结果 之 一 . 


定理 3.2.3 ”如 果 ae Sm, 那 么 or e 95m, 且 


o(a, €) ~ 和 二 88D2ala €). 


特别 地 ,如果 A = Op(a) 是 一 个 m 阶 拟 微分 算 子 , 那么 4* = Op(a*) 也 是 一 个 mm 
阶 拟 微分 算 子 , 因而 4 可 以 延 拓 成 一 个 从 S'(R") 到 S'(R") 的 算 子 . 


这 个 定理 的 证 明 用 到 一 些 相当 精细 的 估计 ; 尽管 这 是 拟 微分 理论 的 核心 部 分 , 心 
急 的 读者 还 是 可 以 略 去 证 明 的 细节 (而 不 影响 对 下 文 的 理解 ), 也 正 是 因为 这 个 原因 
我 们 把 这 个 证 明 放 在 附录 里 面 ( 另 一 个 证 明 在 习题 4.11 中 给 出 ). 


L4 THES 
it A AS 是 两 个 拟 微分 算 子 .对 ue S 我 们 有 
Ai Aa(u)() = (27) f eta (2, £) Azule dg 


LA 算 子 的 复合 . 23 . 


和 
Agu(£) = (2x)7" f 1 
因此 
Ai Agu(z) = (21)? ri entita- a (s. €)az(y, uN) dé dn dy; 


形式 上 , 如 果 把 AL 4。 记 为 一 个 算 子 B, 那 么 我 们 有 
b(z, £) 2 (21) * f e 79679. (x, n)az(y, €) dy dn. (4.1) 


正如 1.3.2.3 节 中 一 样 ，( 对 于 固定 的 (x, £)) EX b 的 积分 是 一 个 关于 变量 (y, n) 的 
卷 积 . 与 L3.2.3 节 中 相同 的 证 明 给 出 了 象征 演算 的 第 二 个 基本 定理 . 


定理 4.1 # a; € Sm， ag c gm: AVR Op(ai)Op(a2) = Op(b), EF b = 
Q1#a2 € mitm H (4. 1) 给 出 ， H b~ D i a1D? 2. 


当然 ,对 于 a1,a2 都 是 微分 象征 的 情形 ,我 们 可 以 用 Leibniz 法 则 验证 这 个 定理 ， 
而 且 此 时 渐 近 展 式 是 精确 的 (习题 4.1). 


推论 4.1 如 果 a € S™ az € Sm, 那 么 算 子 AL 和 Ao 的 交换 子 
[A1, 4] 2 A142 — 加 多 
是 一 个 m +m 一 1 阶 算 子 , 且 其 象征 b 等 于 
| pE Lla, az} mod gmi*ma-2, 


这 里 我 们 用 到 函数 f (m, £) 和 g(x, £) 的 Poisson 括号 
TENCERE 


0€; Ózj Oz; oE; 
推论 4.1 的 证 明 算 子 AA 和 424; 的 象征 bi 和 bs 满足 : 
1 
bi N » 419 oi Dz a2, 
1 
b2 ^ `> 419€ a2 Dza. 
这 样 ,对 于 b 一 bi - b2, 


0 
> C zu e a” ja) E 


一 Ln, az} mod SUUS CUA. C] 
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在 第 Lo 节 我 们 将 看 到 , 在 一 个 流 形 M 上 ,一 个 算 子 4 的 主 象征 是 流 形 的 余 切 
从 T*M 上 的 函数 ， 而 两 个 函数 的 Poisson 括号 可 以 内 蕴 地 定义 ( 即 不 依赖 于 局 部 坐 
标 (z, £) 的 选择 ). 

定理 4.1 建立 了 我 们 在 导论 中 提 到 过 的 “象征 演算 ”( 另 一 个 证 明 在 习题 4.10 和 
4.11 中 给 出 ). 


L5 ” 拟 微 分 算 子 的 作用 与 Sobolev 空间 


I.5.1 L? 上 的 作用 
定理 5.1 如 果 acs, BA alz, D) 是 L 上 的 有 界线 性 算 子 . 


我 们 注意 到 这 一 基本 结论 在 象征 a(z, t) 只 依赖 于 z 或 者 只 依赖 于 &, 或 者 
a(z,£) = b(z)c(£) 的 时 候 是 显然 的 : 在 这 些 特殊 情况 下 , 算 子 的 范 数 也 可 以 很 容易 
地 作为 sup |a| 的 函数 被 计算 出 来 . 

而 一 般 的 情况 (包括 算 子 范 数 的 计算 ) 则 要 复杂 得 多 ,这 要 求 对 象征 a 的 一 定数 
量 的 导数 有 所 控制 . 

这 里 我 们 给 出 一 个 使 用 象征 演算 的 证 明 : 其 他 的 变 体 在 习题 中 将 会 提 到 (习题 
5.2 和 5.3). 

以 下 我 们 用 lulo 记 u Æ L? 中 的 范 数 ， 


证 明 证 明 的 想法 是 这 样 的 : 因为 |Aul? = (Au, Au) = (A* Au, u), PEN |Aul? < 
Mlul2 也 可 以 写 做 (Bu, u) 2 0, 其 中 B = M — A*A Æ 0 MARIAT. 为 了 证 明 对 
于 充分 大 的 M, 算 子 B 满足 (Bu, u) > 0, 最 简单 的 办 法 是 把 B 也 写成 B= 0*C 的 
形式 ,我 们 就 是 这 人 么 做 的 . 


a) 我 们 选择 M > 2sup|a(z, £)?, 3fJ& 
c(z, €) = (M — la(z, €)]). 


根据 引 理 2.1.1, 我 们 知道 ce S? ; 而 定理 4.1 推出 C*C = M — A'A- Rire S 1 (— 
如 往常 ,我 们 总 是 在 近似 的 意义 下 实现 我 们 的 设想 ). 由 此 |4vula < Mula + (Ru, u). 


b) 现在 要 来 控制 “误差 ” (Ru, u) WER. 我 们 假设 re 5-*,k > 1: 那 么 因为 
|Rul2 = (R*Ru, u), RÆ R* R 在 L? 上 是 连续 的 , 那么 RR 也是, 而且 Rr < 
|R* RIZ... 现在 (关键 0) rer e S-2* : 反复 使 用 这 一 推理 过 程 , 我 们 看 到 其 实 只 
需 证 明 , 存在 某 个 充分 大 的 k, 使 得 任意 以 r < 5-* 为 象征 的 算 子 在 L 上 都 是 连续 
的 . 


c) 如 果 我 们 是 在 R^ 中 考虑 问题 ,那么 我 们 取 KE = n 十 1 : alx, D) 的 核 函 数 
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K (s, y) 就 会 是 一 个 连续 有 界 的 函数 ,原因 是 ,根据 (3.2.2), 
(oD < Qn)™ f late, 9lde 
不 仅 如 此 ,(zx; — y;) K (x, y) 还 是 iae (c. D) 的 核 函 数 , 它 具 有 比 a“ 更 加 好 ”的 
性 质 ; 重复 (n +1) 次 ,我 们 最 终 得 到 (1 十 |z 一 yj"+1)|K(z, y) < 常数 . 特别 地 KK 在 
无 穷 远 的 递减 性 质 推导 出 : 
fixe, DULG fixe tdeo. (5.1.1) 
d) 我 们 有 一 个 经 典 的 结果 : 具有 满足 (5.1.1) 的 连续 核 函数 的 算 子 在 L? 上 是 有 
AB ( 且 范 数 最 多 是 C) 事实 上 ， 
Aulo) < f Ito, lue du Jike Wlay 


<C | Its, vllt) du 
因此 
f entis e fato f iKi, as « c [otav 

这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
L5.2 ”在 Sobolev 空间 上 的 作用 

我 们 先 回顾 一 下 这 些 空间 的 定义 

定义 对 seR， 

H= ER) = {ues, fo ebrio ac < Js 
我 们 还 可 以 注意 到 算 子 (1 + |D|?)*/? 是 从 Hs 到 L? 上 的 等 距 映射 相应 的 范 数 会 
被 记 作 |- ls: 
luf = Qx)7" f a+ yapae. 
对 于 sc N, 容易 证 明 (习题 5.6): 
H° = {u € L’, Vo, |a| € s, O°u € L?), 


当然 我 们 特别 地 有 H9 = 

这 些 空间 PME 它们 是 建立 在 L 基础 上 的 一 族 空间 , 可 以 用 来 标记 函 
数 的 正则 性 (就 像 Hölder 函数 类 Ce 是 建立 在 L” 上 用 来 标记 函数 正则 性 的 一 族 空 
间 一 样 ). 

定理 5.1 和 定理 4.1 马上 可 以 给 出 下 述 性 质 . 


性 质 5.2 WR ac Sm, 那 么 对 于 所 有 的 s, 算 子 alx, D) 把 Hs 映 到 Hs-m. 
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I.5.3 (能 形式 的 )Garding 不 等 式 


如 果 a = a(D) 是 常 系数 的 , 且 alt) > 0, 那 么 算 子 a(D) 按照 下 述 意义 是 “ 正 ” 
BJ: Vu € S, (a(D)u, u) 2 0. 

在 一 般 情况 下 ,我 们 有 一 系列 的 “Garding PER” 将 象征 的 正 性 与 算 子 的 正 性 
联系 起 来 ,其 中 包含 一 个 适当 的 “误差 ”项 . 

RIIE TFE “ 强 "Girding 不 等 式 : 如 果 a € S?"*! (m € R), Rea 2 0， 那 么 
Re (a(x, D)u, u) > —C|u2,.. 换 句 话说 ,我们 在 这 里 得 到 的 下 界 和 当 象 征 a 是 2m 
阶 时 不 对 正 性 做 任何 假设 可 以 得 到 的 下 界 具 有 同一 形式 : 因为 这 个 原因 , 该 不 等 式 
也 被 称 作 “增加 一 重 可 微 性 的 Girding 不 等 式 ”. 在 这 里 ,我 们 将 只 证 明 “ 弱 形式 ”的 
Gárding 不 等 式 . 


性 质 5.3 WE acs, HEIT |El 2 R flle» 0, Rea(z, £) 2 c(14- |E)”, 3B 
么 对 所 有 的 N, 存在 常数 Cn 满足 : 


c 
Re (Au, u) 十 Cu|ul?. y 2 gil 


证 明 首先 我 们 有 Re (Au, u) 三 (< + u, u) ; 因为 a* —à4 Som. 我 们 得 到 


b= ET Rea d JEP de Sxm1 这 样 当 je] 充分 大 时 
= 3 2\m c m dt 4|d| 
e=b— ras 十 |£| ) 之 n T I£?) (: c(1 Ta rss) 
C 


> UHER”. 


象征 (1 + Ee 是 0 阶 的 , 且 对 于 充分 大 的 |é| 它 的 取 值 远离 0 点 : 这样 根据 
引 理 2.1.1, 我 们 知道 对 于 某 个 适当 选取 的 在 0 点 附近 取 值 为 1 的 x e Cg, SE 
f = eV2(1-X(6)) 是 S" 中 元 素 . 这 样 我 们 可 以 找到 g e 9- 使 得 f*#f = eng, T 
是 (Bu u) 2 $c|u2,-- (Gu, u). 因为 (Gu u) = ((1-DI?) "Gu, (1+|D|?)™ u), Br 
以 我 们 最 后 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 以 得 到 
(Bu, u) > Shu, — PC full 
我 们 注意 到 对 于 所 有 的 e > 0 和 N， 
|ulm-1 < &|u|m 十 Ce Nlu|-.N, 
因为 它 可 以 由 下 述 简单 的 不 等 式 推导 出 来 : 
(ES e C$ y e ep). 


在 不 等 式 2ab < na? - 10? 中 取 a = Julm, b= |ul-_n, 我 们 最 终 得 到 Re (Au, u) = 
(Bu, u) > $|uB2, 一 Cnlul2w; 也 就 是 我 们 想 要 证 明 的 结论 . 口 
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L5.4 椭圆 算 子 的 逆 
现在 我 们 来 完成 导论 中 提 到 的 构造 拟 基本 解 的 方法 . 
性 质 5.4 iac Sm, 则 条 件 
i) 3b € S7" a(z, D)b(z, D) — id € Op(S-*) 
和 
ii) 3b € $7"; b(z, D)a(z, D) — id € Op(S-co) 
是 等 价 的 . 由 它们 可 以 推出 
iii) 存在 某 个 C > 0 使 得 当 |é] > C 时 , la(z, €) > CIE. 
反之 ,如 果 诈 ) 成 立 , 那 么 存在 5e s- 满足 i) 和 加 ,并 且 所 有 满足 iD 或 这 的 在 


mod $79? 意义 下 都 和 b 相等 . 一 个 象征 满足 ii) 的 m 阶 算 子 A 被 称 作 是 椭圆 的 
(相应 的 象征 也 被 称 为 椭圆 的 ). 


证 明 者 bb”e S7" 满足 AB' — id e Op(S-*), B"A — id € Op(S-9), 我 们 
有 
B”—B’=B"(d—AB)+(B"A-id)B' e Op(S-™”), 
这 样 我 们 就 有 
B'A-ideOp(S-™%) 和 4B" — id € Op(S-™). 
在 为 一 方面 , i) 或 者 i) 推出 alz, Ebla, €) - 1€ .5-1, 并 且 当 [e| 充分 大 时 
8 1/2 < |a(z, €)|lb(z, €)| < Cla(z, EET”, 
也 就 是 说 推出 ii). 
反之 , 如果 a 是 椭圆 的 ,我 们 定义 
b= (e "P F(a(1 + [e2)77/2, 
其 中 F 是 定义 在 C 上 的 光滑 函数 , 且 当 z 充分 大 时 F(z)— 1/z. 由 引 理 2.1.1 可 以 
得 到 be 5-™m, 且 对 于 某 个 具有 紧 支 集 的 函数 x RITE ab = 1+ x(6). 
这 样 , 再 应 用 定理 4.1, 就 可 以 表明 
a(x, D)b(x, D) 2id—r(z, D, res-l. 
现在 对 k > 0,58 X. bx (z, D) = b(z, D)r(z, D)* € Op(S-m-k), 我 们 应 用 性 质 2.3, t 
b ~ y bp ES-m, 可 以 发 现 : 
k20 


AB' = A G -a * AB R/ = (ià— R) V R’  Op(S7^) 


j«k j«k j«k 
= id — R* + Op(S7*) = id + Op(S-*), 
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即 得 1). 
通过 类 似 的 推理 我 们 可 以 构造 满足 B"4 — id € Op(S-9*) 的 B”, 再 利用 开头 得 
到 的 结果 就 可 以 完成 性 质 的 证 明了 . 口 


我 们 应 当 清 楚 , 存在 BA — id € Op(S-9*) 意义 下 的 近似 “ 左 逆 ” 并 不 说 明 A 是 
单 射 ,但 ker4 是 由 Co^ 函数 构成 的 ; 更 一 般 的 , Au € Ce 说 明 u e Coo. Bü, E R 
上 , 4 = D 是 酉 圆 的 ， 它 的 核 是 由 常数 二 数 构成 的 同样 ,存在 一 个 近似 ta d 
只 能 让 我 们 近似 地 解 方程 Au = f. 但 是 ,如 果 1) 被 满足 ,那么 为 了 求 出 Au = f 的 一 
个 解 u = Bv, 我 们 只 需 解 v+ Kv = f, 其 中 Kv(z) = f klz, y)v(y)dy 具有 一 个 光滑 
核 函 数 k e Co». 


比方 说 我 们 现在 试图 对 于 Laplace 算 子 A = A = 82+ +062, 和 feC”(R"), 在 
0 点 附近 局 部 地 解 方程 Au = f. 

i B, 是 以 原点 为 中 心 , 半径 为 r 的 球 , 我们 可 以 在 L%(B.) PRITE v - RK = 
f, Hh oE vaste B. 外 取 0 值得 到 的 延 拓 , n 是 取 B 上 的 限制 . 事实 上 , WR 
我 们 记 v = Gv, Gv = f — RK9, 由 


|RKi 训 re 入 sup  |k(m, y)llvlzeeqg,)r" 
Iz|&r.ly|&r 
我 们 可 以 看 到 当 r 充分 小 时 ,G XE L9 (8.) 上 是 一 个 压缩 算 子 . 

Ht u = Bi, RIJE Au = ABO = ù+ Ko M A(Ru) =v + RKo = f; Ru 就 是 我 
们 要 的 局 部 解 . 正如 我 们 在 L1.1 节 中 说 明 的 那样 , Ru 的 确 是 Cee 的 . 


性 质 5.4 的 另 一 个 有 用 的 推论 是 存在 下 述 先 验 不 等 式 : 若 ae S" 是 (fe ii) 的 
意义 下 ,也 就 是 说 在 R* 上 是 一 致 ) 椭圆 的 ， 那么 对 于 所 有 的 s ER, N € RR, 存在 
Cs, Cw,s, 使 得 对 于 所 有 的 u € S: 


[uls--m S Cs|Au|s + CN, slul—N. 


(将 Gárding 不 等 式 (性 质 5.3) 应 用 于 A*A 也 能 够 得 到 这 一 不 等 式 ). 这 一 不 等 式 表 
明 椭圆 算 子 在 除开 一 个 小 余 项 的 意义 下 能 够 控制 和 算 子 阶 数 相同 数目 的 导数 . (关于 
这 一 问题 参见 习题 5.12, 5.13,5.14, 也 可 以 参见 6.5,6.6 和 6.7). 


Lo R* 中 开 集 上 的 算 子 


到 目前 为 止 ,我 们 所 考虑 的 都 是 对 (m, €) € R? x R^ 定义 的 象征 , 相应 的 算 子 都 
作用 在 S'(R”) E. 

在 实际 应 用 中 ,我 们 经 常会 遇见 定义 在 R^ 中 的 开 集 9 上 的 象征 . 我 们 希望 把 
它们 和 作用 在 DN) 上 的 算 子 联系 起 来 : 这 一 点 可 以 通过 我 们 下 面 将 要 介绍 的 方法 
做 到 , 具体 地 说 ,我 们 将 巧妙 地 引进 一 系列 截断 函数 . | 
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L6.1 “ 拟 局 部 性 质 


性 质 6.1 iac sr FKE alz, D) 的 核 函 数 . SEAT £ zy, K ÆC” 
的 . 特别 地 ,对 任意 的 ve S', 


sing supp a(x, D)u C sing supp u. (6.1.1) 


证 明 对 xz z yEX,v e Op 使 满足 在 x 附近 X= 1 在 y 附近 w= 1， 
H suppx nsuppy = Ø. 函数 K = x(z)K(z, y)u(y) EAF xav 的 核 函数 ,后 者 
的 象征 是 -co 阶 的 ,原因 是 根据 定理 4.1, xap ~ 0; 所 以 K € C%, 也 就 是 说 对 于 
x y, K eC”. WÈ xo € sing supp u, 找 一 个 在 zo 附近 取 值 为 1 的 v € Cg, 那么 
vu € CP, 而且 在 等 式 


xAu = xAvu + xA(1 — v)u 


中 ,如 有 果 v YE supp x 附近 取 值 为 1, 那么 算 子 B = xAQ — v) 的 象征 be 5-co: 为 
了 得 到 (6.1.1), 我 们 只 需 证 明 Wz, D)S' c C». 
对 于 任意 的 o, z — D9(e"Sb(z, £)) 是 取 值 在 S 中 的 连续 映射 , 量 


D? (Bu) = (21) " (ü, D2 (e"*b(z, €))) 
(这 是 S 和 S 之 间 的 对 偶 ): 这 样 De(Bu) 是 连续 的 , 而 且 Bu c C». 口 
(6.1.1) 也 被 称 作 “ 拟 局 部 ”性 质 . 


L6.2 ”局 部 象征 与 开 集 上 的 算 子 


定义 “在 开 集 0 CR 上 ,我 们 定义 集合 Sm (0x R^), 它 是 由 对 任意 pe Ce(0) 
满足 pa € ST(R” x R”) 的 函数 a € C~( x R”) 构成 的 . 
对 ae Sm (0 x R"), 常 用 的 公式 


a(z, Dyu = (21)-^ | eizta(z, £)ü(£)dE 


定义 了 一 个 从 SR”) 到 D'(0) 的 算 子 .我 们 也 可 以 把 它 限制 到 &'(0) > D'(0) 或 
者 CE) ce(Q) MET. 

下 面 的 性 质 将 阐明 这 样 的 算 子 和 由 全 空间 上 定义 的 算 子 在 一 个 开 集 上 取 限 制 得 
到 的 算 子 之 间 的 关系 . 


ER 6.2 设 连续 线性 算 子 A: CPO 5 C^(0) 满足 对 于 所 有 的 ov c 
CF (N), eAv € Op(S™). 那么 存在 a' € ST (0 x R^) 使 得 A = a'(z, D) -- R, 其 中 
R 是 一 个 核 函 数 在 CO(N x 0) 中 的 算 子 . 这 里 象征 a E mod 5,2 (0 x R^) 的 意 
义 下 是 唯一 的 . 
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定义 在 性 质 6.2 所 描述 的 情况 下 ,我 们 称 4 是 9 上 的 一 个 拟 微分 算 子 ,并 把 
a 在 Sm /S. o 中 的 等 价 类 称 作 A 的 象征 . 


证 明 a) 我 们 假设 存在 一 个 函数 列 v; e C8e(2), 使 得 
i) Vz € R, 2 wl) =], 


ii) 对 任何 紧 集 K c 0, 只 有 有 限 个 形 如 supp v; 的 子 集 与 K 相交 . 

这 样 的 一 族 函 数 被 称 作 “局 部 有 限 (条 件 u)) 的 单位 分 解 (条 件 i))” (参见 习题 
6.1). 

b) 设 v; 满足 a) 中 的 条 件 , 记 v; Avi = Ajk € Op(S). 对 we Cg (2), RITE 


Au 5 V Aysu — Y jj Av = Y Aju +) "Ajru, 
k jk 


其 中 35! 表示 对 于 所 有 满足 supp v; N supp Vx +g 的 j,k RA. 

函数 o = Yaj € SR (R x RR"), 理 由 是 如 果 p e Cg? (0), 和 式 pa' = Y5'vajk 
中 只 有 有 限 多 项 是 S” 的 元 素 . 

如 果 K 是 4 的 核 函 数 的 话 ,由 并 ”定义 的 算 子 Ru 具有 核 函 数 


> vi) K Ges v) (u)- 


因为 当 xz 关 y 时 KK 是 Cw 的 (性 质 6.1), 所 以 该 和 式 在 局 部 是 有 限 多 个 Coo 加 项 之 
和 ,整个 和 式 也 因此 在 C99 (0 x N) P. 

c) 公式 (3.2.2) 表明 如 果 K € CY (R^ xR”) 是 b(z, D) 的 核 函数 ,那么 be 5-99. 
当 a 的 核 函 数 在 Co (0 x N) 中 时 将 这 一 点 应 用 于 算 子 pa'(z, DY, RIR) a! € 
S.99(Q x R"), 证 毕 . o 


loc 


1.6.3 ”恰当 支撑 算 子 


定义 一 个 连续 线性 算 子 A: CLN) 一 CAN) 被 称 作 具有 恰当 支撑 的 , 如 果 
对 任何 紧 子 集 K C 2, 存 在 紧 子 集 K' C 2 满足 


suppu C K > supp Au C K', HÆ K' Eu=0 > Æ K E Au=0. 


这 个 定义 的 要 点 在 于 ,4 把 Cge 映 到 CY, 因此 4* 可 以 延 拓 成 一 个 D'(0) 到 自 
身 的 算 子 : 这 样 我 们 就 不 用 再 考虑 那些 关于 函数 支 集 的 条 件 了 . 

而 且 , 下 述 性 质 表明 ,在 “mod Cee” 的 意义 下 ,我 们 总 是 可 以 把 一 个 算 子 变 成 恰 
当 支 撑 的 . 


性 质 6.3 WAT 4 = alx, D) 的 象征 a € Sp. (Qx RP"). 存在 一 个 具有 Co (0x 
N) 核 函 数 的 算 子 R(E A+R dde 2A CHER. 
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证 明 其 实 这 和 性 质 6.2 的 证 明 一 样 ,因为 和 式 Ys ^v; Av 就 定义 了 一 个 恰当 支 
撑 的 算 子 . 口 


但 是 ,我 们 应 当 注 意 到 ,“ 局 部 象征 ”和 “恰当 支撑 算 子 ” 在 趋 于 0 的 边界 的 时 
候 无 法 给 出 Au 的 任何 控制 : 如 果 我 们 要 研究 u 直到 边界 的 行为 (包括 有 边界 条 件 
的 情形 ), 我 们 需要 对 算 子 加 上 一 个 特殊 条 件 ( 称 为 “传输 条 件 ”), 以 便 能 够 将 函数 的 
正则 性 保持 到 边界 (参见 习题 6.8). 


Lv 流 形 上 的 算 子 


设 M 是 一 个 Ce 流 形 而 4 是 一 个 连续 线性 算 子 , 4 : CM) 一 C(M). 

A 被 称 作 一 个 拟 微 分 算 子 , 如 果 它 在 每 一 个 坐标 卡 上 的 像 都 具有 形式 alx, D), 
其 中 a 是 局 部 象征 . 为 使 这 样 一 个 定义 能 够 派 上 用 处 , 我 们 必须 先 来 考察 局 部 坐标 
变换 的 问题 . 

L7T.1 拟 微 分 算 子 和 坐标 变换 


性 质 7.1 设 x: 0 一 N 是 R" 中 两 个 开 集 之 间 的 一 个 (C99) 微分 同 胚 . 假设 
对 于 一 个 象征 a c Sm, 算 子 alx, D) 的 核 函 数 在 0 x 2 中 具有 紧 支 集 . 
那么 


i) 由 a'(x(z), n) = e-ixG?na(z, D) ex Gf y d Q',a! = 0) 定义 的 函数 a'(y, n) 
定义 了 一 个 S" 类 的 象征 . 
ii) a/(z, D) 的 核 函 数 在 2' x 0' 中 具有 紧 支 集 . 
iii) X} u € S', a(x, D)(uox) = (ao(z, D)u) o x. 
而 且 
a'(xla); i) ~ BD FaFa", x (oy) DS (em) 
其 中 ps(y) = x(y) — x(z) — x (x)(y — z). 


我 们 特别 注意 到 因为 a 的 核 函数 在 9 x 2 中 具有 紧 支 集 , (尽管 uo x 不 是 可 定 
义 的 .…)a(z, D)(uo x) 是 可 定义 的 . 


证 明 a) 我 们 首先 注意 到 如 果 a € 5m, 那 么 alz, D)ei** = eizta(zx, £)， 事实 
b, acces, RITE 


a(x, D) u(ex) e$ = e(a) | eaa, E+ eQ)à(C) dc, 


如 果 
(2m) f «tac = (0) =1; 
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那么 上 述 等 式 的 右 端 在 S'(R") 中 收敛 于 ale, £). 

而 且 , 当 e 一 0 时 ,在 S' 中 uler) dt 一 ert, 

b) 假设 我 们 能 够 证 明 i), 那 么 w 的 定义 式 表明 ,根据 a), 当 ul) = e" 时 iii) 
是 成 立 的 . 由 于 按照 Fourier 逆 变 换 公式 , 指数 函数 的 线性 组 合 在 S 中 是 稠密 的 ,我 
们 得 到 , 在 一 般 情 况 下 ，ii) 也 是 成 立 的 . 

c) 现在 我 们 来 证 明 i). 如 果 v e CLN) 对 于 a 的 核 函 数 的 支 集 的 一 个 邻 域 中 
的 (x, y) 满足 ple) = p(y) = 1 那么 


a (x(z), n) = e(z)e a(z, D)(o(z) ex). 


记 入 = 1+ ,本 章 附录 中 的 定理 3 给 出 了 一 个 依赖 于 A, ax), n) 及 其 对 
于 x 和 的 各 阶 导数 的 渐 近 展 式 ， 容 易 发 现 这 个 展开 式 对 于 参数 a = 1 是 一 至 
的 . 由 此 可 以 得 到 a/ 是 一 个 关于 (y, n) 的 象征 ,并 且 在 此 意义 下 满足 ui) 中 给 出 的 展 
开 式 . n 


现在 我 们 可 以 给 出 一 个 精确 的 定义 了 . 


定义 算 子 4 :CFY(M) 一 C%(M) 被 称 作 m 阶 拟 微 分 算 子 , 如果 对 于 任意 局 部 
坐标 系 k: V >Ý cR”, 相应 的 由 CFY(V) 8 C%(V) 的 算 子 A:w [A(uok)]] ok 
E V 上 的 mm 阶 拟 微 分 算 子 , 也 就 是 说 Ve, v c Cg (V), eAv e Op(S™) (参见 性 质 
6.2). 记 作 A € V"(M). 

性 质 7.1 使 我 们 可 以 把 这 个 定义 应 用 到 具体 问题 上 去 . L6.3 节 中 给 出 的 恰当 支 
撑 算 子 的 定义 可 以 照搬 过 来 ,无 需 任 何 修改 . 


Lz.2 EREA 


性 质 7.1 和 流 形 上 拟 微分 算 子 的 定义 遗留 下 来 一 个 问题 : 如 何 定义 这 些 算 子 的 
象征 ? 事实 上 在 每 一 个 坐标 图 里 , 相应 的 算 子 的 确 在 模 S-” 意义 下 有 确定 的 象征 ， 
但 是 它 依赖 于 坐标 图 的 选择 . 于 是 这 个 问题 就 变 成 : 是 否 存 在 一 个 内 蕴 定 义 的 函数 ， 
使 得 它 在 每 一 个 坐标 图 上 恰好 是 相应 的 象征 ? 

我 们 将 看 到 该 问题 会 有 一 个 肯定 的 回答 , 但 是 需要 加 上 一 个 很 苛刻 的 限制 : 我 们 
只 能 做 到 在 相差 一 个 m — 1 阶 象 征 的 意义 下 将 不 同 坐标 图 上 的 象征 等 同 起 来 , 换 句 
话说 ， 只 有 主 象征 可 以 内 蕴 地 定义 . 


L7.2.4 RUMA T* M (简单 回 顾 ) 


我 们 知道 ,所 谓 余 切 从 T*M ( M 上 的 1- 微分 形式 构成 的 从 ) 的 元 素 ,是 所 有 形 
如 (m, w) 的 点 构成 的 集合 ,其 中 me M 而 w 是 M XE m 点 的 切 空间 QE T5, M) 
上 的 线性 形式 . 我 们 有 投影 r : T*M > M: n(m, w) = m, 且 每 个 纤维 s^ (m) 是 
TnM 的 对 偶 空 间 . 


a) 如 果 (zi , zn) 是 VC M 上 的 局 部 坐标 ,向 量 场 (901,… , 6,) YE V 的 每 
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一 点 都 给 出 TmM 的 一 组 基 , 形 式 (das, … , den) 则 构成 了 对 偶 空间 的 一 组 基 : 如 果 
把 一 个 1 形式 写成 w = 3 6idzi 我 们 可 以 得 到 m (V) 上 的 局 部 坐标 (x, £), 其 


中 z 是 m KAERT € 是 的 坐标 . 在 另 一 个 坐标 图 (z/，.… al) 中 ,如果 举 标 间 
的 转换 关系 是 z' = (z), x = v(z^), 那么 m 点 的 坐标 自然 是 w(m) =m), 而 
形式 w= Ddr TUER DE (Y: $5az;), 也 就 是 说 


g=} au REEE = 


换 句 话 说, 同一 点 (m, w) 在 不 同 的 坐标 图 (x, €) 和 (x, &%) 中 的 像 分 别 是 R27 
中 的 点 (z, !'(2)5) 和 (8(z), n). 


b) 在 T*M 上 存在 一 个 由 下 式 定义 的 所 谓 “ 典 则 ”1- 形式 a: 
Om, v) (Z) = w(m.Z), 
其 中 Z 是 在 (m, w) 处 T" M 的 一 个 切 向 量 , 而 x,2 则 是 它 在 M 上 的 投影 
在 如 a) 中 定义 的 局 部 坐标 图 (z, €) 上 ,任何 向 量 Z 都 可 以 写成 Z= Y a 
ð 
Boa 的 形式 ， 


T.Z 一 n2, 
而 且 我 们 有 


ao (Z) = (X 6d) (0.2) = Y &ai = (X éds) (2). 
这 样 
Os, g) = X Eida, 
这 里 G EN a 的 系数 是 T* M. 上 的 函数 
这 个 1- 形式 在 各 种 各 样 的 问题 中 都 起 着 重要 作用 ， 尤 其 是 通过 它 的 微分 o = 
-do, 后 者 在 局 部 坐标 里 的 表达 式 是 o= Y^ da, 人 dé;, 这 就 意味 着 om,w)(Z, 2') = 
A.B'— B. A, Rip 


ð ð opa 
JaA a A a 


由 此 我 们 知道 ,在 T* M. 上 存在 一 个 非 退化 的 2- 形式 , 称 为 “ 辛 形式 ”. 
c) 这 个 2- 形式 通过 下 述 公 式 给 出 了 从 1- 形式 到 T*M 上 向 量 场 的 一 个 双 射 : 
对 于 1- 形式 w 和 向 量 场 X,Z, 


o(Z, X) -w(X). 
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特别 地 , 如 果 存 在 某 个 T*M 上 的 函数 使 得 w = df, 相 应 的 向 量 场 Z 被 称 作 f 的 
Hamilton 向 量 场 , 记 作 Hj. 对 于 坐标 系 (z, &), 我 们 可 以 根据 表达 式 


ER. 9 r o — Al / Pío fl 
X=A- tB ge €e(X)o Xf A f eB ft 


c(Z, X) = AB' — BA 


得 到 
A= fr, Beef. 
也 就 是 说 5 ; 
ZHgcdpo edes 


最 后 ,我 们 定义 两 个 T*M 上 函数 f,g B) Poisson 括号 : 


{f,9} = Hyg = fe :gs — fo 9e 


I.7.2.2” 主 象征 


现在 让 我 们 回 到 性 质 7.1 的 情形 : 如 果 把 a 写成 a = am 4-877! 的 形式 ,其 中 
am 是 m 次 齐 次 的 ,那么 , 对 a! 也 成 立 同样 的 结论 , 并且 有 


am(X(Z)， 7) = am(T, tx (x)n). 


在 此 情况 下 我 们 称 am 是 4 的 主 象征 . 

如 果 在 每 一 个 坐标 图 中 4 € Vr (M) 的 表达 式 都 有 一 个 主 象征 ， 那 么 上 面 的 公 
AA 1.7.2 节 中 的 a) 就 表明 这 些 不 同 的 主 象征 其 实 是 TM 上 的 一 个 函数 在 不 同 的 
局 部 坐标 中 的 表达 式 , 我们 称 这 个 函数 为 4 的 主 象征 . 

因为 我 们 没有 办 法 确定 4 的 m - 1 阶 象征 ,所 以 对 于 流 形 上 的 算 子 ,象征 演算 
的 用 处 就 局 限于 下 述 定 理 . 


定理 7.2.2 a) WẸ A; € w""(M) (i = 1,2) 是 恰当 支撑 的 且 具 有 主 象征 
ai (=12), 那么 4= AA € Vim (M) 也 是 恰当 支撑 的 且 具 有 主 象征 aaz. 
b) 交换 子 [41, Az] 具有 主 象征 (ai, a2}. 


ik Xuug—TXTINB THER (参见 习题 7.5). 


只 和 主 象征 有 关 的 概念 和 性 质 , 比如 椭圆 性 和 椭圆 算 子 的 可 逆 性 (性 质 5.4), 4 
可 以 照搬 到 v OM). 的 情形 而 不 用 做 任何 改动 . 
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Ls ”附录 


1.8.1 ”振荡 积分 


我 们 将 给 出 一 大 类 形 如 fus ei?(9)a(9) a0 的 积分 的 合理 意义 ,其 中 yp 是 一 个 在 
无 穷 远 处 快速 变化 的 函数 ， 而 a 假定 是 正则 且 本 质 上 多 项 式 增 长 的 . 当 0 趋 于 无 穷 
时 ele? 的 快速 振荡 使 得 我 们 有 可 能 把 a 的 增长 抵消 掉 ， 由 此 来 定义 积分 . 


I.8.1.1 首先 我 们 证 明 一 个 非常 关键 的 引 理 (所 谓 非 驻 相 引 理 ): 


引 理 1 ix KJÉ RM 的 紧 子 集 , 并 设 实 函 数 o € Co (RP) 在 天 上 满足 | (0) > 
co > 0. 那么 对 于 任何 a € CSy(K) 和 任意 的 ke N, 我们 有 


bp A 


foao ae X Ck+1ı(p)C (co, K) sup |[O*a|, 
lalgk 


而 且 当 p 在 OK) 的 一 个 有 界 子 集中 的 时 候 ，Ck+i(P) 也 是 有 界 的 . 


N 
证 明 RINEL = -iY A a 那么 L(ei^*) = Aee, 因此 AF f e^ va do = 
j—1 J J 
f €? *(* L)*(a) d6, 而 且 vol(K) ES I(*Z)*a| 给 出 最 后 一 个 积分 的 上 界 . 口 


1.8.1.2 我 们 现在 来 定义 振荡 积分 中 出 现 的 各 种 振幅 a = a(0): 


定义 对 p € (-o0, 1] m € R, 我 们 用 AT (RN) 来 记 满足 下 述 条 件 的 函数 
a € C9 (RN) 全 体 : 


vo € RN, vo E NN, |8*a(0)| < C&(1 + |0|)-?le!. 
并 记 Af = Unm A7. 


Bj a) p=1. 我 们 重新 得 到 I.2.1 节 中 所 描述 的 Sm 类 象征 和 频率 的 依赖 关 
R. 特别 的 ，4? 包含 所 有 次 数 不 超过 m 的 齐 次 函数 (可 能 在 0 点 附近 截断 ), 所 有 次 
数 不 超 过 m 的 多 项 式 (如 果 m € N 的 话 ), 等 等 . 

b) 如 果 p — p(9) 是 1— p 次 齐 次 的 , 而 且 在 原点 之 外 是 C” 函数 , 那么 ep (可 
能 在 0 点 附近 截断 ) 定义 了 AD 的 一 个 元 素 . 特别 的 : vw € RN \ {0}, e"? 定义 了 AQ 
的 一 个 元 素 ,如果 q 是 一 个 二 次 型 那么 ei c A0,, 等 等 . 

和 S" 的 情形 一 样 , 我 们 用 半 范 数 族 定义 AT. (o < 1) 一 个 自然 的 完备 空间 结 
构 : 

Nz,(a)-— sup (1+|0) "*^l*!|9*a(8)|. 


lalgk, 0ER” 


5 |388 2.2.1 的 证 明 可 以 稍 作 修改 用 来 说 明 , 对 于 任意 的 p < 1,5 (ERE (es AT) 
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对 于 Agte (ve > 0) 的 拓扑 来 说 在 AT. 中 是 稠密 的 . 
1.8.1.3 现在 来 给 出 我 们 将 要 研究 的 积分 的 精确 定义 . 
设 o € C9 (RN \ {0}) 是 一 个 次 数 j > 0 的 实 值 齐 次 函数 . 我 们 考虑 积分 
I,(a) f , ei?(0)a(0) d0, 
它 对 于 所 有 满足 m < -N 的 函数 o e AT 是 可 定义 的 . 我 们 的 目的 是 将 线性 形式 
I, 延 折 到 其 他 的 a E. 为 此 , 我 们 对 ei? 加 上 一 个 振荡 条 件 : 
对 Gg #0, dop #0. 


定理 1 在 上 述 假 设 条 件 下 ,如 果 我 们 还 有 j > 1 - p, 那么 对 于 任意 的 m cR, 
I, 可 以 连续 延 拓 到 AT 上 . 考虑 到 S 在 这 些 空间 中 的 稠密 性 , 这 个 延 拓 是 唯一 的 . 
证 明 我 们 引进 空间 RN 的 一 个 二 进 单位 分 解 (这 一 手段 在 II.A.1.1 中 也 会 用 
到 ). 我 们 找 两 个 满足 
supp Xo C (l| <1}, suppx c (1/2 < |8| < 2) 


的 函数 xo e CF, x e C9 使 得 


1 = xo(£) + Y^ x(27?0), 


p=0 


Ts(a) = i e? xoa + Y; | Oxoa) dð. 


p=0 
我 们 要 证 明 对 于 任意 的 ac Am 这 个 级 数 都 是 收敛 的 , 并 且 用 a Tk AT 中 的 半 
范 数 估 计 和 式 的 大 小 . 在 做 一 次 变量 代 换 9 20 以 后 ， 各 个 级 数 项 可 以 用 引 理 1 
进行 估计 : 对 于 任意 k € N, 


anr f eeoa) ae < Cy,12NP^?^* sup 2Plel|3*a(2P0)]. 
la|&k, 
1/2«|6|«2 


我 们 可 以 对 不 等 式 右边 给 出 下 述 控 制 : 
Ck 9P(N —uka-m- (1—p)k) NT (a). 
这 样 我 们 只 要 选择 & 满足 : 


N cm — k(u — 1- p) « 0, 
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就 可 以 保证 级 数 项 的 几何 收敛 性 并 得 到 相应 的 估计 了 . 口 

HE a) 条 件 p» 1— p 正好 保证 了 振荡 项 ev 不 在 a 所 处 的 振幅 空间 Ato 中 
(参见 前 述 例 b)). 

b) 为 了 计算 Ipla), 我 们 可 以 选择 一 个 满足 x(0) = 1 的 函数 x € S. 这 样 对 于 
任意 的 ae AT 和 任意 的 5 > 0, 24 e RF ont, 函数 族 x(e0)a(9) 在 Amt 中 收敛 
于 a(0). (这 就 是 对 于 空间 AT 的 引 理 2.2.1). 由 此 得 到 

Ipla) = im ei?(9)a(0)x(e0) dg. 


这 种 形式 的 公式 使 我 们 可 以 把 绝对 收敛 积分 的 那些 运算 规则 (Fubini 定理 ,分 部 积 
分 , 齐 次 变量 代 换 , 在 积分 号 下 求 导 ) 推广 到 振荡 积分 I (a) 的 情形 . 
I.8.2 ”象征 演算 定理 的 证 明 

现在 我 们 来 证 明定 理 3.2.3. 

定理 2 如 果 a= alz, €) e S", 那么 


a” (z, £) = f erimalz — y, € — n) dy dn/(27)” 
是 sm 的 元 素 ,并 且 满足 渐 近 展 式 
a (s, £) ~ ^ = 0g DS ale, €). 
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证 明 我 们 记 ply, n) --ym y Æ R” 上 一 个 非 退 化 的 二 次 型 , 因此 对 于 /= 2 
满足 定理 1 的 条 件 . 

同时 ,对 于 固定 的 (x, €), BC al — y, € — m) 属于 47+(R2m) (满足 m, = 
max(m, 0)), 理由 是 

(1 [n < (1+ [y| + [n . 

于 是 根据 定理 1 我 们 可 以 定义 振荡 积分 
Gm 人 e Ya(z — y, E — n) dy dn; 
而 由 连续 性 , 这 只 能 是 a*(z, €) (在 L3 节 中 它 是 作为 一 个 Fourier 变换 定义 的 ). 这 样 
定理 1 马上 给 出 下 述 估计 : 对 某 个 适当 的 K， 


|a" (z, €)| < CNog(az 一 一 小. 


我 们 将 看 到 , 当 m > 0 时 , 这 一 估计 能 够 推出 我 们 所 需要 的 结果 . 而 当 m < 0 
时 , 我 们 将 使 用 一 个 更 为 粗糙 , 但 用 到 更 多 关于 a 的 信息 的 估计 . 对 于 py > mus, 如 
RÆ a(z -.€— ) 看 作 一 个 “更 大 的 空间 ” AP 的 元 素 , 我们 可 以 得 到 


a" (x, €) S CNO ;(a(x 一 三 
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其 中 j 依赖 于 p. 
现在 对 于 人 > 0 我 们 有 


(G + |y] + |n)" "om logoga(z —y, € - | < CQ In" + [E — nl)”, 
Cj 十 € 


而 / 的 选取 可 以 根据 下 述 初 等 引 理 得 到 : 
引 理 2 (Peetre 不 等 式 ) 对 所 有 的 上 n € R^, mc R, 


(L--4£ — nl" « (1 Imp" ( e ley". 


证 明 = m > 0 时 ,因为 1 十 长 一 咱 和 1 十 全 十 四 < + EDG Imp, Sie 
凡 的 . 而 m < 0 的 情形 可 以 通过 把 & RR E-n, m 换 成 —m 得 到 . go 


这 样 我 们 选择 u= |m|， 可 以 得 到 
la*(z, €)| < C(L + £D". 


在 这 一 证 明 中 把 a 换 成 Bs Ok al(z, €), 我 们 就 证 明了 a* e S". 
为 了 得 到 渐 近 展 式 ,我 们 对 于 函数 g(t) = a(z + ty, € + tq) 应 用 带 积 分 余 项 的 
Taylor 展开 . 注意 到 


k! a dan ed. 
i 2. op” n^02072a( + ty, € + tr), 
o|--18|— 


我 们 有 


(—1)let 8l 


“t= 3 LL 


lal+|B8|g2k+1 


x ( [ emet an) 020fa(s, £) + Rale, €), 


其 中 
Ri(z, €) = (27) | (1 0? at 


x fJ p» (—1)letH8l 
la]--18]-2k4-2 
2k 十 2 


of! 
我 们 先 来 计算 这 一 展 式 中 主 部 的 每 一 项 : 


x 


02 0Pa(z — ty, € — tn)y*n? dy dn. 
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引 理 3 voce N^, Y8 e N", 我 们 有 
m)" [ ems? dy dn = (—i)l^lató,s, 
其 中 若 Q 一 p, yuj dag =1; E: Q 天 B, 则 ap =0. 


证 明 不 失 一 般 性 我 们 假设 |a| > [8]. 注意 到 yrei = (— D, )* (ev), RINA 
分 部 积分 : 


(2r)-" i e iiy dy dn = (27) ” f De(ne)erizn dy dn. 
如 果 a 六 B, 那么 存在 j 使 得 w > pi. 我 们 得 到 


D? (nf) =0, #a x 8; 
Dg (g^) = (-ij'elot. 


接 下 来 要 对 一 个 满足 x(0) = 1 的 函数 x e S(R") 计算 : 
(27)" J e "dydn = lim (27)™” / e^ "x (ey)x(er) dy dn. 
而 这 个 积分 实际 上 就 是 
Cn /Xengoalan/e" = x)" f xit an, 


收敛 到 (27) f (m) d = x(0) = 1. 
我 们 得 到 
a*(z, £) = >, 0g Dza(z, €) + Re(z, £). 


le|l&k ~ 
我 们 有 og Dga e Sm-lol, 现 在 来 证 明 R, e Sm-*-1. 为 此 , 我 们 注意 到 ， 如 同 前 面 先 
对 n 再 对 y 做 分 部 积分 ，Rx(z, £) 是 一 些 形 如 


h 'ü -gqerta f e ngroYa(s — ty, € — tn) dy dn dt 
的 项 的 线性 组 合 ,其 中 |y| 2 k 1. 但 (y, n) = 87635(z — ty, € tn) 是 
ARTIR”) C A-III Ran) 
HARE MRAR RRA ER: 
C sup(1 + |yl + hTM + E — tnj)” 
i 和 


< C(14 |e"7^! « e + Jepym-*-!. 
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所 以 [Ra (s, 8)| < COHEN, MEHE a HR 0207 a 我 们 还 可 以 得 到 02:09 Ra (a, E) 
的 上 界 . 这 样 就 完成 了 证 明 . ] 
ik 在 习题 4.12.c) 中 ,我 们 给 出 一 个 略 有 不 同 的 证 明 , 可 以 推广 到 更 大 的 象征 
类 . 
定理 4.1 可 以 用 一 模 一 样 的 办 法 证 明 , 这 时 候 需 要 研究 的 量 是 


ajb(z, £) E ary fae, £ at n)b(z =y, £) dy dn, 
这 也 是 一 个 振荡 积分 , 其 振幅 在 A4~(R?") 中 . 我 们 将 细节 留 给 读者 (参见 习题 4.11). 


L8.3 ” 拟 微分 算 子 在 振荡 函数 上 的 作用 


用 同样 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 一 个 非常 有 用 的 结论 , 这 是 证 明 关 于 拟 微分 算 子 
变量 代 换 的 性 质 7.1 的 关键 . 

定理 3 设 y c C%(R") 是 一 个 实 值 函数 ， 且 Vx € R"，dw(z) z 0， 并 设 
u € C9 (R"), a € S"(R^ x R”). 那么 对 于 所 有 的 入 > 1, 


a(z, D)(ue^*)(z) = e^ 9G) r(s, A), (3.1) 
其 中 对 于 入 一 coo, I(z, A) 具有 下 述 关于 x 局 部 一 致 的 渐 近 展 式 ， 
Ile, X ~ DH (u(y) | Dale, A, awa). (32) 
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在 公式 (3.2) 中 ,我 们 记 rs(y) = v(y) - ylz) — dv(z)(y — x), H o 阶 项 可 以 由 
Am-lel/2 控制 . 


证 明 根据 定义 ,在 振荡 积分 意义 下 ， 
Gs, A) = Qu) ff deale, ENV- uly) dy a£ 
做 变量 代 换 y = z+z £ = 十 入 dw(z), 我 们 得 到 (利用 前 面 定义 的 记号 ): 


I(z, X) = (27)™" f / ginge a + z) 
xa(z, n + Adv (z)) dz dn. (3.3) 


a) 如 果 记 P(x, m, A) = f eci* ne? «(7 u(z 十 2) dz, 那么 
I(z, A) = (2r)-" f a(z, n+ Adu(z))&(z, n, A) dn. 
现在 我 们 来 证 明 对 于 充分 大 的 C, 在 2 < n+ 和 dy(z)| < CA 之 外 


Vk, |@(z, n, A)| < CX In] +A)". (3.4) 
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事实 上 ,我 们 记 : 
| -zn+ Ans(z +2) - Arn 2) - z- d = Af (z), 


这 样 f'(z) = dy(z + z) 一 dy(x) —n/A. 

选择 一 个 对 于 u 的 支 集中 的 点 y 都 有 dyly) > 2/0 的 常数 C, 如 果 In + 
Ady(z)| < A/C, BEA |f'(z)| 2 1/C. 

同样 ,选择 一 个 对 于 u 的 支 集 中 的 点 y 都 有 dyly) < C/2 的 常数 C, 如 果 
In - Ady(z)| > AC, 那么 |f'(z)| 2 C/2. 

这 样 用 来 定义 更 的 积分 具有 一 致 非 驻 相 相位 f, 这 样 引 理 1 就 给 出 了 估计 (3.4). 

现在 我 们 有 : 

I(x, A) = L(x, A) + (z, A), 


其 中 
12(Z， 入 ) = (2r) ” // eizneNe (2-2); 十 z) 
XX ( g dy(z)) a(z, n + Adu(z)) dz dq, (3.5) 


其 中 Xe OPR”) 满足 对 于 1/C < || <C, x(0) 5 1, XF |C| < 1/2C,x(0) = 0. 
基于 对 e 的 估计 , 五 EA roo 时 是 速 降 的 . 
b) 为 了 处 理 D, 我 们 记 : 


b(z, z, n, À) = u(x + z)a(z, n + Adv(z))x ( pa dv(z)) 
那么 满足 下 述 估 计 : 
Vo, V8, |8288b(z, z, n, N| < CagN"- IP, 


且 具 有 对 n, 和 一致 , 对 z 局 部 一 致 的 紧 z 支 集 . d 
于 是 这 个 定理 就 是 下 述 引 理 的 推论 : 


引 理 4 假设 re C~(R") 满足 dr(0) = 0， 而 函数 be Co" (R? x R?) 依赖 于 一 
个 参数 A c [1, +0) 满足 对 于 一 个 适当 的 m, 


Vo, VB, |87056(z, n, A)| < CagA"- P. 


我 们 还 假设 b 相对 于 m, 和 具有 一 致 的 紧 z 支 集 . 
这 样 当 入 一 +o 时 积分 


J(A) = (2r) 7” / J e i*ng^r(2b(2. n, A) dz dn 
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具有 下 述 渐 近 展 式 
JA ~ E 3 8e Dot, 0, X)|. 
azo 9 z= 
其 中 a 阶 项 可 以 为 -2 preti. 
证 明 就 像 在 定理 2 的 证 明 中 一 样 , 我 们 用 在 z = 7 = 0 处 振幅 的 Taylor 展开 . 
根据 引 理 3, 我 们 立即 得 到 


1 iAr na 
JN)= M a 82 (e^" D26(z, 0, A))| o + P(A), 
lal<k ` 


R&(4) = (27) ” [o ee » 2k f[ mm 


lal+|8|=2k 


x 0708 (e^"b)(tz, tn, A) dz dn dt. 


现在 我 们 来 研究 “ 主 ” 项 的 增长. 在 0n (9 Deb(z, 0, 1) 的 展开 式 中 ,每 一 次 对 
指数 项 关于 z 求 导 都 给 出 在 * = 0 取 零 值 的 因子 Dr, 这 样 epr 对 于 和 式 的 贡献 
就 是 一 些 形 如 O 
MO?! r- ogar er 
的 项 的 线性 组 合 , 其 中 ^ Jal < lol T Jas] > 2, 所 以 g< EL 
4—1 
现在 把 对 的 估计 也 考虑 进去 ,我 们 得 到 


|a? (e^" Deb(z, 0, A))|.-o < CaAm-19/2, 


我 们 将 利用 dr(0) = 0 来 给 出 余 项 RelA) 的 估计 . 
和 定理 2 中 一 样 ,我 们 先 对 m 和 z 做 分 部 积分 ,然后 就 只 要 对 一 些 形 如 


i e 1^9? (eò 07b) (tz, tn, A) dz dn (3.6) 


的 量 给 出 对 于 te [0, 1] 一 致 的 估计 就 可 以 了 , 这 里 |y| > k. 

对 固定 的 和 ，(3.6) 是 一 个 具有 相位 —2- m， 且 振幅 在 AQ 中 的 振荡 积分 . 但 是 ， 
er 对 z 的 各 阶 导数 随 着 A 增长 得 非常 快 , 这 样 就 把 b 对 于 7 的 各 阶 导数 的 递 降 性 
质 抵消 掉 了 , 并 导致 振幅 在 A 中 的 半 范 数 不 具有 我 们 需要 的 递 降 性 质 . 

因此 我 们 需要 对 这 个 积分 作 进 一 步 变 换 : 对 z 展开 . 振幅 于 是 就 是 一 些 形 如 


er Qr... Ovar O OT (tz, tn, A) 


q 
的 项 的 线性 组 合 ,其 中 S b] e Il = il, Ivi| > 1. 


?一 工 


@ 译 校 者 注 : 记 住 我 们 始终 在 考虑 z = 0 的 情形 . 
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如 果 |v;| = 1, 那么 存在 某 个 函数 pu, € Coo (IR^), 使 得 (9xr)j(tz) = tw, (tz) - z. 
对 于 n 做 分 部 积分 ,问题 就 归结 为 对 某 个 9 € Co (R7) 估计 形 如 
e^r A b(tz)0P 0? b(tz, tn, X) 
的 振幅 ,其 中 |6| = Hi, |vi| = 1), 这 样 
q 
I > M lui 2 2q- |ôl, 


i=1 


即 


(3.7) 
RON 
现在 我 们 利用 定理 1, 对 于 一 个 en 振幅 的 半 范 数 来 估计 这 个 振荡 积分 ,考虑 


到 对 于 5。 的 估计 ,我 们 得 到 
|R(A)| < Cx AM *e*m-hi- lel. 
把 (3.7) 代入 ,我 们 有 
ea 
其 中 M 是 一 个 与 大 无关 的 整数 . 证 毕 . "n 


ik 在 传统 的 叙述 方式 中 , 渐 近 展 式 (3.2) 是 从 表达 式 (3.5) 出 发 利用 更 一 般 的 
“ 驻 相 ”定理 (参见 习题 7.1) 得 到 的 . 这 一 定理 是 用 来 对 于 ue Cg 而 f 只 有 非 退 化 
临界 点 的 情况 研究 形 如 f eG u(z) dz 的 积分 的 . (参见 |[H1],7.7 节 ). 而 本 节 中 特 
别 简 单 的 相位 结构 促使 我 们 给 出 一 个 直接 证 明 . 
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本 章 的 基本 内 容 ,有 了 时候 甚 至 连 具体 的 表述 方式 ,都 来 自 Hirmander 的 巨著 The 
Analysis of Linear Partial Differential Operators 中 的 相应 章节 (Vol. III, 18.1 节 ). 不 
过 我 们 努力 使 文字 尽 可 能 地 初等 , 自给 自足 ,包含 那些 在 我 们 看 来 属于 这 一 理论 “最 
基本 ”的 内 容 . 我 们 认为 这 样 的 一 种 陈述 不 仅 对 学 生 是 有 用 的 ,对 于 更 加 “应 用 ”的 
数学 工作 者 或 者 其 他 领域 的 研究 人 员 , 他们 也 可 以 把 本 章 视 为 一 种 “速成 课程 ”. 

当然 ,许多 内 容 只 是 很 粗略 地 被 涉及 : TE Hórmander 的 著作 [H5] (第 II 3$, 18.5 
W, “Weyl calculus”) 中 引进 了 具有 合理 的 象征 演算 的 更 广 的 特征 类 ; 在 Coifman 和 
Meyer 的 著作 4w-dela des opérateurs pseudo-différentiels [CM] 中 我 们 可 以 找到 L2 
上 “奇异 ” 算 子 作用 的 更 为 细致 深入 的 讨论 ;Sj5strand 的 Singularités analytiques mi- 
crolocales [Sj] 研究 了 复数 域 上 具有 解析 象征 的 算 子 ; 最 后 , 关于 各 种 各 样 的 “G8&rding 
型 " 不等式 的 讨论 可 以 在 Hórmander [H5] 中 找到 (18.6.7, "Sharp Gárding"; 18.6.8, 
"Fefferman-Phong"; 22.3.3 , “Melin”). 

下 一 章 中 除了 这 一 理论 的 各 种 应 用 外 还 有 本 章 内 容 的 其 他 一 些 补充 . 
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11. d p = p(6) 是 R^ 上 一 个 次 数 m > 1 的 复 值 多 项 式 函 数 ， 并 且 按 照 下 
述 意义 是 椭圆 的 : 若 pw 是 p 的 最 高 阶 齐 次 部 分 ,对 于 所 有 的 & & R V (0) 我 们 有 
pm(é) 7 0. 

a) 证 明 我 们 可 以 由 


1 — x(£) 


Eie p(é) 


来 定义 E € S'(R"), 其 中 x € CF (R7) 是 一 个 待定 函数 ;验证 p(D)E = 6 +w,w € S. 
b) 当 lo| 充分 大 时 , 验证 z^ E € L>(R"); 并 且 对 于 所 有 的 b, RATA DP (z^ E) € 
L%(R"). 由 此 证 明 在 R” \ {0} E E Æ C” 的 . 
c) 我 们 设 m > n 十 1. 证 明 对 于 所 有 满足 |8| < m-n-—18] 8, 我们 有 DPE € 
FI1(R")， 由 此 推出 , 如 果 u c L%(R") 满足 p(D)u e L®(R”), 那么 对 于 所 有 满足 
la| <m-n-1 W a, RITE 0*u € LX(R"). 


注 上 面 的 估计 明显 不 是 最 优 的 . 实际 上 我 们 可 以 对 于 |o] < m 一 1 WE aru € 
L®(R”) (或 者 对 于 |a| < m 我 们 “几乎 可 以 ”证 明 这 一 点 ). 


1.2. 设 u € L%(R") 满足 对 于 所 有 的 j e {1,…,n} 和 所 有 的 k, Ofw € 
L”(R"). 证 明 对 于 所 有 的 a € N", 我 们 有 atu € Zece(R")，( 提 示 : 考虑 算 子 肥 = 


ys. 
j=1 


2.1. a) it a = a(x, €) € S"(R? x R”). 我 们 记 n = ni +n, = (&, &), Kn 
na > 1,& € R™. 我 们 假设 a 和 £2 无 关 . 证 明 a 是 m 阶 微分 算 子 . 


b) i£ a = a(z, £) € C®(R” x R”) 且 对 于 a) 中 的 相应 记号 满足 


Va, V, 


828£a(s, €)| < Coa(1 + 1&1). 


设 对 于 某 个 C > 0 有 一 个 支 集 在 (6| < Cl&|} 中 的 函数 x e 5°(Rz)， 证 明 
a(z, £)x(£) e S™( 我 们 将 验证 存在 这 样 一 个 x). 


2.2. 设 a = a(x, £) € 0C™”(R" x R”) 及 其 各 阶 导数 在 R? x {|El < 1) 上 都 是 有 界 
的 , x e C^" (R2) 的 支 集 在 (1/2 < |El < 2) 中 , 且 在 单位 球面 S" 上 非 零 . 
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对 于 入 > 1, 我 们 记 ax(z, £) = x(&)a(zx, At). 证 明 下 述 两 条 件 是 等 价 的 : 

i) a € S". 

ii) Vk € N，|loxllcsamnxRn) < CkXm. 

2.3. Vt a = a(x, £) € C” (R^ x R”) 满足 :存在 m c 及 ,使 得 

i) Va € N^, |óza(z, £)| < Ca(1 + |E)”. 

ii) V8 € N^, |üZa(z, €) < Cg(1 + |e)"- 8l. 
证 明 a c S". (利用 习题 2.2 和 1.2) 

24. a) ifc Cn). 我 们 设 f 和 oef (lo| = k) 都 是 有 界 的 . WE zc 
R Pu(h) = Y) DO ERROR (Ps)sens 是 有 界 的 ,并 由 此 推出 


I«|8|&k—1 


VB, 1« B& k— 1, ||? fll « C (i T? ierst) | 


lo] —k 


通过 (对 于 适当 的 A) 把 x 换 成 Xz, 证 明 


|6|/k 
8^ flire < CIF! (E em- 


le|-k 


b) E p= p(x, €) e 8" 对 于 一 个 适当 的 jy < m 满足 [p(z, £) < C(1 + lE.. 证 
明 ve > 0,p e Sete Gl TRI AAAI 2.2). 
c) 函数 E eidogleh)” 是 哪 一 个 非常 自然 的 问题 的 解 ? 


2.5. t Co > 0,2 = (C€ C^, JReC] > Colimclj,a = a(() Æ R 上 的 一 个 满足 
vien, |c| 2 1, la| < CA +g)” 
的 全 纯 函数 . 证 明 (1— x(£))a(£) e Sm (x e CY(R") 是 一 个 在 上 = 0 附近 取 值 为 1 
的 函数 ). 


2.6. 在 本 题 中 我 们 将 把 L2.3 节 中 的 引 理 推广 到 C 中 一 个 扇形 区 域内 的 全 纯 函 
数 上 . 设 9 = {ze C, |Imz| < CoRez}, 其 中 Co > 0 是 给 定常 数 . 

a) 对 于 a > 0, 我 们 记 falz) = e-%/z. 对 于 所 有 的 ke N,z -0,z € R 验证 
fal(z)/2z* 一 0. FHE 0 的 所 有 紧 子 集 上 当 a 一 0+ 时 falz) 一 致 收敛 到 È 


b) 设 (bj);en 是 一 个 复数 列 . 证 明 存 在 正 实数 列 (aj)jen 使 得 级 数 jo - 
fa, (2)) 在 0 中 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 . 我 们 可 以 得 到 什么 结论 ? 
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27. E m; 是 一 个 趋 于 -oo 的 递 降 实数 列 ,并 设 aj € Sm ， 我 们 假设 存在 
a € C**(R? x R”) 满足 : 

i Jp ER, acs”. 

ii) 存在 趋 于 —oo 的 递 降 实数 列 (un)nen, 使 得 


Vn € N, la(z, £) - Y aj(z, €) 


j<n 


< CQ + |E). 


证 明 a ~ D aj (RATI AARI 2.4) 


2.8. 对 于 T€ R,£ € R, $i Tid p(é, T) = FE 


a) 建立 OF, 0E p 和 ofp 之 间 的 一 个 递归 关系 . 由 此 推出 p 不 属于 任何 一 
个 Sm(R2 ,). (我 们 可 以 用 反 证 法 ,并 对 于 r -，+eo 研究 Obp(r 72, 7) 的 递 降 性 ) 
b) 证 明 我 们 有 下 述 估计 


vj, Vk, Jafoip(& T) < Cj, a(l lel + I) 17077. 


2.9. 对 于 p € [0, 1],5 € (0, 1], 我 们 用 ST, (R^ x R”) 来 表示 C^? (R^ x R”) 中 所 
有 满足 
Va, VB, 18868a(z, ©)| < Cop(1 + |é|) ?ttl 


的 函数 a = a(z, €) 构成 的 线性 空间 . 
a) 设 be Co (R^ x R”) 满足 |b| 2 C(1 + |E)” (C > 0) 并 且 


3p, à, Vo, VB, |020] < Caglble, EC + |e]) "oet. 


证 明 1/b e 8,5. 
b) 象征 o(z)(1-- zre) 在 哪 一 个 象征 类 ST, rp? 这 里 y,v 是 非 负 整 
数 , p € Cg? (R^). 


3.1. 在 本 习题 中 我 们 将 建立 拟 微分 算 子 的 核 函数 (参见 3.2.2 5) 所 满足 的 ,与 
算 子 的 阶 无 关 的 一 类 条 件 . 
a) 设 a(z,€) e [ ) S"(& s+). 我 们 考察 由 公式 (3.2.2) 给 出 的 a(z, D) 的 核 


mER 
函数 K. 证 明 存在 整数 N 满足 : Va e Ne VB € N", 
Bl >N, (8, + ,)* (s — ye K (z, y) € CPI-N (R) (4 


(也 就 是 说 函数 本 身 和 直到 |6| — N 阶 导数 都 是 在 R” 上 连续 有 界 的 ). 
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b) 反 过 来 , 设 K € SR”) 对 于 某 个 N 满足 (x). 我 们 用 a € S'(R?") 来 表示 
由 (3.2.2) 定义 的 分 布 . 证 明 存在 整数 M 满足 


Va EN”, V EN", |B| 2 M, Vy € N", | < |8| — M, €'020ga € L”. 


由 此 证 明 a c Ste, 

注 如果 我 们 试图 用 a) b) 中 出 现 的 N 来 决定 a 的 阶 的 话 ,我 们 会 发 现 有 一 
个 相当 大 (数量 级 为 n) 的 误差 . 这 是 因为 对 于 Fourier 分 析 来 说 , 空间 Lo» 的 性 质 
很 差 . 

3.2. 习题 3.1 表明 , 一 个 拟 微分 算 子 的 核 函 数 在 对 角 线 (x = y) 以 外 是 Cee fi. 

W acs, K Æ al, D) 的 核 函数 . 我 们 在 这 里 研究 当 (x, y) 趋向 于 对 角 线 (也 
就 是 说 z = r- y 趋向 于 0) 的 时 候 K(x, y) 的 性 态 . 

我 们 记 H(z, z) = K(x, x — z). 对 于 适当 的 A 2 1, 我 们 记 互 = Hi Ho, EB: 


Hi(s, 2) — J e" a(z, £)x(£/A) d£/(21)” 
Hy(s, z) = I e"Sa(z, £)(1 — x(€/A)) d£/(27)”, 


其 中 x € Cg (R7), EXT |e| < C 取 值 为 1. 
a) 利用 分 部 积分 证 明 , 对 于 所 有 的 N,N e N,N E ,存在 Cw > 0, 使 得 对 所 
有 入 > 1, 都 有 
|H2(z, z)| < ONA EY ISI E. 
b) 验证 |Hi(z, z)| < CA^, 并 由 此 得 到 
|H (z, z)| < C/|z|". 
c) 证 明 对 于 所 有 的 o, 8 € N", 我 们 同样 有 0208 K (s, y)| < < 
注 核 函 数 K 满足 上 述 条 件 c) 的 算 子 构成 一 个 比 0 阶 拟 微分 算 子 大 得 多 的 算 
子 类 . 特别 地 ,它们 在 L? 上 一 般 不 是 有 界 的 ( 拟 微分 算 子 的 情形 参见 第 1.5 节 ), 而 且 
这 个 性 质 用 分 布 K 来 写 会 很 麻烦 (参见 [DJ])， 习题 5.4 中 我 们 将 看 到 一 个 简单 的 
例子 . 


4.1. 证 明知 a(x, D) 和 a(z, D) 是 两 个 微分 算 子 , 则 对 于 b(z, D) = a(z, D) 
a(z, D) RITA b(z, £) = Y -0€ n Dzas (注意 和 式 是 有 限 的 )， 


azo 
4.2. 设 A EAER (也 就 是 说 存在 k c N 使 得 4* = 0) 拟 微分 算 子 .4 具有 
一 些 什么 性 质 ? 对 于 大 = 2 给 出 一 个 非 平凡 的 例子 .( 我 们 可 以 利用 习题 2.4). 
43. Wt A 是 一 个 寡 等 (也 就 是 说 A? = A) 拟 微分 算 子 . 假设 维 数 n 至 少 是 2. 
WEB] A 和 1- A 中 有 一 个 是 -co 阶 的 .@ 
@ 译 校 者 注 : 考察 n = 1 的 情形 将 是 非常 有 趣 的 . 
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4.4. 证 明 下 述 结 论 (不 用 附录 中 给 出 的 定理 4.1 的 证 明 ): 
a) 映射 


gmi x gm2 ., gmitma 


(a1, a2) ^ a1#a2(= a(x, D)ao(z, D) 的 象征 ) 
是 连续 的 (可 以 应 用 闭 图 像 定 理 和 性 质 3.1). 


b) 映射 
gmi x gma 一 gmitma-l 
(a1, a2) > a1#a2 — a102 
是 连续 的 . 
4.5. 振荡 积分 


我 们 用 下 述 方法 来 刻画 附录 中 提 到 的 空间 47( 其 中 p 1): 
Zi m «0, 则 A7 = S, 
其 中 Pu 是 RN 上 的 d 次 多 项 式 函数 空间 . 


4.6. a) 验证 定理 1 的 下 述 “ 带 系数 ”版 本 : 
ARAR 中 开 集 ,并 设 有 y= o(z,0) € C**(Q x RY \ (0)) f a = a(x, 0) € 
C?*(Q x RN) 满足 : 


) ep 对 于 0 是 下 次 齐 次 的 , 且 在 Q x RNV (0) 上 有 doola, 0) £ 0. 
i) 存在 p > 1 一 1 满足 ,对 于 2 中 所 有 紧 子 集 KK,z Ee K,0 ERN, 有 
Vo, VB, |020ja(z, O)| < Ca, p, x (1 + 0|)" 9I. 
那么 函数 Ipla) lz) = f e^ Dal, 0)d9 Æ R LŽ Coe 的 . 
b) 我 们 将 上 述 结果 推广 到 条 件 1) 被 减弱 为 
i") y 对 于 9 是 次 齐 次 的 ,上 且 在 Q x RN \ {0} 上 dz ep(z, 0) Z0 


的 情形 . 我 们 将 证 明 , 此 时 仍然 可 以 定义 I(a), 不 过 只 能 作为 2 上 的 分 布 , 而 且 映 
SI Io : Af? 一 D'(0) 是 连续 的 . 
Ha XF m< -NWE ii). 那么 Ipla) e (R), 且 对 于 we Cg (0) 我 们 有 


fiou dz = f| as, 0) u(x) dg dz. 
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设 zo d suppu, 3tik U 是 suppu 的 一 个 在 8 中 相对 紧 的 开 邻 域 . 我 们 选择 
一 个 对 于 (t, 0) 是 0 次 齐 次 的 函数 x = x(t,0) € C”((R” x RN) V {0}), 满 足 当 


av py Esuppu M x= 1, 而 当 zo+ pj ÉU M x0. 我 们 接着 定义 


w(t, 6) = és Ta ) x(t, 0), 


b(t, 0) = gra «(zs 9) (o+) 


证 明 y € Co?» (R"*N V {0} 对 于 (t, 0) 是 次 齐 次 的 , 并 且 当 zo + n € supp u 时 我 
们 有 di ov #0. WEH b € A5 "(R^*" X {0}, E 


[ «9 u dz = ni eb dt d6. 
总 结 得 到 的 结果 . 


c) 证 明 Ila) 的 奇异 支 集 包 含 在 集合 (x € 0, 30 € RN X {0}, dep(z, 0) = 0). 
注 形 如 I (a) 的 分 布 在 分 析 中 有 着 非常 重要 的 作用 , 特别 是 =1,p=1 的 
情形 ( 即 Fourier 分 析 ). 在 第 I1 Æ B.1 和 B.2 节 中 我 们 可 以 看 到 这 方面 的 例子 . 


4.7. 设 a 是 一 个 实数 . 我 们 考虑 及 上 的 函数 falz) = cos |z|*, 记 它 的 Fourier 变 
换 的 奇异 支 集 为 Sa 证 明 当 a > 1 时 55. = Ø, H a=1 Hf Sa = {+1}, a < 1 R} 
Sa C {0}( 我 们 可 以 利用 习题 1.2). 在 下 一 个 习题 中 我 们 将 证 明 a < 1 时 Sa = (0). 


48. 设 a = a(0) € Am,p > 0. 我 们 假设 à 在 0 点 附近 是 C” 的 . EH ac s. 
(提示 : 对 于 一 个 满足 12 =1 的 pe CF, 对 0 一 oo0 估计 a(0) 一 (px*a)(9) ) 


4.9. W q 是 R^ 上 非 退 化 二 次 型 . 习题 4.6 表明 , eia/2 的 Fourier 变换 是 R” 上 
一 个 Ce 函数 . (为 什么 ? ) 我 们 将 具体 地 把 这 个 函数 算出 来 . 

a) 我 们 记 a 的 对 偶 型 为 6, 定义 如 下 : 如 果 gq(z) = (Az, z)， 那 么 âE) = 
(A6. €). 

验证 q(z) - 2(z, £) = q(x ud ATIE) = 6(&), 并 由 此 推出 


cia/2 = (27)n/207/4| det g| 126-2. 


其 中 o 是 的 符号 9, 而 dety 是 q 在 一 个 标准 正 交 基 下 的 行列 式 
RIMA Gaus 积分 | ec has = E 出发 做 解析 延 拓 来 计算 


+o — 
/ eic /2 dz). 
@ 译 校 者 注 : signature, BJ q 的 正 特征 值 个 数 减 去 其 负 特 征 值 个 数 . 
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b) 从 a) 推出 下 面 的 公式 :YE € R”, Vk €N, 


i(2)/27^ dz eo n/20ion _1/2 (9(€))* 
2 (fe Garor Ee (27) /2e /^| det q] at a . 
a|=2k 


这 对 于 下 面 我 们 建立 驻 相 公式 (参见 习题 7.1) 是 有 用 的 . 


4.10. 我 们 回 过 头 来 看 附录 定理 1 的 证 明 , 尝试 建立 下 述 结果 : 
it y = p0) 和 a = a(0, 入 ) 是 满足 定理 条 件 的 两 个 函数 , 其 中 a 对 于 9 € [1, +oo) 
的 变化 规律 如 下 : 


车 p20, 则 |8*a(6, 和 | < Co(1 + 107e, 
若 p «90, 则 |6“a(0， A)| < Ca(l + |6| + Nt 


B xo € CFY(RN) 是 一 个 在 9 = 0 附近 取 值 为 1 的 函数 , 证 明 对 于 所 有 的 N € N, 
| f eie()5(8. A)(1 — xo(0/1)) d| < CNA^. 


4.11. 象征 演算 定理 
设 p= p(z, y, £) € Cece(R" x R” x R”). ZH 


l0? 08 8? p(z, y, E € Cog, (1 + £D, 


则 称 p € S" (R?" x R”). 
基于 这 样 的 假设 , RAER 


K (z, y) m COE feaa, y, €) dé 


的 算 子 A. 证 明 4 是 一 个 m 阶 拟 微分 算 子 , 且 它 的 象征 alx, £) 满足 : 


ala, €) ~ D g DEPE, v E. 
说 明 从 上 述 定理 出 发 可 以 推出 定理 3.2.3 和 4.1( 对 于 后 者 我 们 可 以 先 证 明 以 下 事实 : 
3 A — a(z, D) 和 C = e(z, D) 是 两 个 拟 微分 算 子 , 则 4C* 具有 上 述 形式 , 且 此 情况 
F p(z, y, £) = a(z, £)e(y, €)). 


4.12* 设 p € [0, 1,0 € [0, 1); 我 们 和 习题 2.9 中 一 样 定义 象征 类 S7 ;(R?^ x R”): 


* 
J020882 p(z, y, E| < Cae, (1 + jepretan 


则 称 p = p(z, y, £) € ST,(R?^ x R”). 我 们 用 习题 4.11 中 的 方式 来 定义 算 子 A. 


a) 说 明 利用 定理 1 我 们 同样 可 以 解释 从 p 出 发 得 到 4 的 象征 a(z, c) 的 积分 
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b) 假设 5 = 0. 证 明 a € S7. 

c) 假设 p > 6 > 0. 我 们 记 和 = |&|, 并 选取 对 于 |y| + |n| < 1/2 取 值 为 1 而 对 
于 lyl+ In| 2 3/4 取 值 为 0 的 函数 xo € CF (IR?^). 利用 习题 4.10, 证 明 : 对 于 所 有 的 
NEeN, . 


a(z, €) 一 f e'""p(z, z — y, E - n)xoly/A, n/A) dy dn/(27)"| < CNA™, 
在 上 面 的 积分 中 取 y = A y'n = An, WERA 
q(z, y, €, n) = plx, x — A ?y, E — J*n)xo(A ?y/A, Xm/2) 
满足 估计 
Va, B, T, Y, £, n, la288q| < CagA". 
由 此 得 到 la(z, €)| < C(1- ID)m, 进 而 a € Sm ;. 
d) 我 们 设 p > 5 > 0. 证 明 a 仍然 满足 


a(z, €) ~ Y, 2; DP, v, €), 
azo 

注 ”本题 表 明 , 当 p > 6,6 < 1 时 , (o, 0) RAAD A TER AMRA 
下 是 封闭 的 . mE, 当 p > 5 时 , 这 类 算 子 具有 和 课文 L3, L4 节 完 全 类 似 的 象征 演算 . 
最 后 我 们 注意 到 6 < 1 是 一 个 非常 关键 的 假设 : 一 个 (1, 1) 型 算 子 的 共 斩 算 子 一 般 
来 说 不 是 (1,1) 型 的 . (详细 的 研究 可 参阅 [H8]) 

5.1. L? 连续 性 

设 zo € R”, & € R” 满足 |&0| = 1, y € S(R”), A2 1. 考虑 


ux (x) = A"/4einzr cop(AXL2(z — x0)). 


a) 计算 Jualo. 
b) ita € S". 证 明 存在 by € S" 满足 : 


e te gs. D)ua T Nb (y, D)ely-x/2(z—29): 
证 明 存在 M eN 满足 : 
bx (y, n) — a(zo, A£o)| < CX"?  |y| + Im^. 


(我 们 可 以 区 分 In| 大 于 或 者 小 于 12/2 这 两 种 情况 ). 

c) 由 此 推出 (alx, D)ua, ux) = alzo, Mo)le|2 + O(Am-1/2). 

d) 证 明 若 alz, D) 在 L? 上 有 界 ， 则 对 于 所 有 的 。 > 0 我 人 有 acess, H 
la(z, &| < C (利用 习题 2.4, 首先 注意 到 |a(zx, £| < C + EN). 
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5.2. 在 本 题 中 我 们 将 看 到 (历史 上 ) 最 早 的 关于 拟 微分 算 子 在 L 上 连续 性 的 证 
Hj: 我 们 假设 象征 是 0 次 齐 次 的 . 

这 样 设 a = a(x, £) € S?(R"^ x R”) 在 区 域 |t| > 1 上 和 一 个 对 于 上 是 0 次 齐 次 
的 函数 olx, £) 重合 . (注意 到 该 函数 的 齐 次 次 数 使 我 们 有 可 能 定义 c(z, D)). 

a) 证 明 若 olz, D) 在 L RER, M alz, D) 也 在 L 上 有 界 . (我 们 可 以 对 
于 一 个 在 € = 0 附近 取 值 为 0 而 当 |l > 1 时 取 值 为 1 的 函数 x e C”(R") 研究 
a(z, D) — a(x, D)x(D)). 

b) 我 们 假设 ”= 1. 证 明 e(z, D) Æ LR) 上 是 有 界 的 . 

c) 现在 假设 ”> 2 并 承认 下 述 关 于 把 函数 分 解 成 球 谐 函 数 的 定理 : 


存在 L*(Sn-1) 的 一 组 由 S"-1 上 的 Coo 函数 构成 的 Hilbert X (hi)keN， 使 得 
当 上 一 +o 时 任意 函数 f c Co (S"-1) 的 Fourier 系数 都 是 速 降 的 ， 且 对 于 某 个 M 
我 们 有 ||hxllLw(sn-1) = O(kM). © 

对 n= 2, 这 就 是 通常 的 Fourier 级 数 分 解 . 

证 明 我 们 有 等 式 


a(z, £) = 》 op(Z)hk(E/E)， 
k=0 


其 中 lorro) 关于 k 是 速 降 的 . 由 此 推出 c(z, D) 在 LR) 上 是 有 界 的 . 

ik 注意 到 在 上 述 证 明 中 我 们 对 在 a 或 者 o 关于 z 的 正则 性 没有 任何 要 求 ,只 
需要 它们 是 L” By. 这 和 我 们 要 求 o 对 于 & 齐 次 有 关 . 

更 精确 地 说 , Ar a 仅仅 满足 估计 


Vo, [£g a(z, €)| < Ca(1 + |£) '^', 


那么 算 子 alx, D) 在 L 上 未 必 是 有 界 的 . 
另 一 方面 , 可 以 证 明 (参见 [Hw] 定理 9) 只 需 再 有 下 述 估计 该 算 子 就 肯定 是 有 界 
的 了 : 
Vi € {hb yn ,nj, Va, [8,, 0g a(z, €) S Co (1 xs le It. 
5.3* 本 习题 给 出 定理 5.1 的 一 个 不 用 到 象征 演算 的 证 明 . 
B a € C2m(Rn" x R”) 对 于 o € (0, 1)^, 8 € (0, 1j” 满足 J202a| < C. 我 们 来 
证 明 a(x, D) 在 L? 上 是 有 界 的 . 我 们 记 
llal| = p» sup lo28£a| 
o € (0, 1)", 
B € (0, 1)" 
@ 译 校 者 注 : 读者 可 以 考虑 取 球面 上 Laplace-Beltrami 算 子 的 一 组 特征 函数 ,利用 Peter-Weyl 定 


理 证 明 它 们 构成 22(S"-10) 的 一 组 基 , 再 由 通常 的 分 部 积分 技巧 和 Parseval 恒等式 证 明定 理 的 后 
半 部 分 . 
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a) 准备 工作 . 设 o € LR”), uc LI2(R"), ve L2(R"). 验证 
ü(z, £) = J e S p(x — yJü(y) dy, 
öle, €) = [ det — mot) à 
都 在 L*(R?") 中 . 
b) 证 明 我 们 只 需 得 到 下 述 不 等 式 :Ya € Cg (R^ x R”), Vu € S, Vv € 8, 


l(alz, D)u, v)| < Cllall |u|zs|vl za. 


0) RINE le) = [[Q ci), à R o BERE a) 的 方式 定义 . 那么 
j=1 


(a(z, D)u, v) = f / E i&-9-ta(s. £)u(yJo(z] dz Ta 


关于 E 作 分 部 积分 ， 证 明 存 在 某 个 满足 Pacto, 1} SUP |3] < Cllal 的 函数 b € 
CF (R^ x R”), 使 得 


(alz, D)u, v) = ff stt. ets, viz) asa. 


d) 把 Fourier 逆 变 换 公式 v(x) = fe iz "6( ry = 代入 上 面 的 积分 中 , 对 x 作 
分 部 积分 ,证 明 存 在 某 个 满足 sup |ca| < Cllal 的 函数 ca € CY (R^ x R"), 使 得 


(a(z, D)u, v) eee (x, £O? ü(z, E(x, E) dz d£. 
o €(0, 1)" > 

总 结 得 到 的 结果 . 

$ 显然 在 本 题 中 我 们 证 明了 比 定理 5.1 广泛 得 多 的 结果 : 它 给 出 了 SO, 类 算 
TH L? 连续 性 (参见 习题 2.9 和 [Hw]), 而 定理 5.1 对 此 是 无 能 为 力 的 .在 另 一 方 
面 ,习题 4.12 对 于 1 > p > 5>0 给 出 了 类 Sm, 上 的 一 种 象征 演算 ,这 样 就 可 以 得 到 
50 ; 类 算 子 的 L? 连续 性 

当 1 > p=6 >0 时 ,习题 5.3 中 的 证 明 ([Hw]) 可 以 照搬 过 去 ,但 对 于 0< p< 
6 < 1 或 者 p = 56= 1 的 情形 我 们 并 不 能 保证 L 连续 性 (参见 Coifman-Meyer[CM]). 


5.4* 奇 异 积 
设 ke C?(R^ X {0}) 是 局 部 Lipschitz 函数 , 满足 
EN C 
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(这 样 k(x — y) 就 满足 0 阶 拟 微分 算 子 的 核 函数 在 对 角 线 {fz = y) 外 的 一 些 估计 ( 参 
见习 题 3.2)). 
这 里 我 们 要 研究 算 子 的 “ 主 部 ” 
Au(z) = lim, k(x — y)u(y) dy 
eU J|z-vu2e 
的 存在 性 和 L 连续 性 . 
a) 证 明 对 于 任意 的 ue Cg? (R7), Au TE D'(R7) 中 都 是 有 定义 的 , 当 且 仅 当 下 述 
条 件 被 满足 : 
f a EO d 在 = 趋 于 0 时 有 极限 («) 


(把 Au(z) 和 ula) f " KG) dy 做 比较 ). 验证 函数 族 ke = k- lijece} TE S'(R") 
e&|y|& 


中 收 伍 到 一 个 分 布 , 记 为 ko, 而 且 我 们 有 : A TE L 上 有 界 当 且 仅 当 ko € Lx(R"). 
b) 验证 & € L?(R"^), 且 对 于 e > 0 及 任意 满足 [e| > 1/e W E RITE |ke(&)| < 
C. (我 们 可 以 对 j= 1, , n 来 估计 6k (6). 
c) 若 I3 < 1/e, 记 k.(£) = I.(£) 十 J(£&), 其 中 J(£) = / T k(z)e 0*5 dz. ay 
H |J(£)) «C H á 


<C. 


Ie(£) 一 k(x)d 
v LE (es 


由 此 得 到 ,在 条 件 (*) F, 算 子 4 在 L? 上 的 有 界 性 等 价 于 : 
f enO ER too 时 保持 有 界 Te 
1K|z| «R 


当 k 是 -n 次 齐 次 函数 的 时 候 (*) 和 (x*) 该 作 怎样 的 修正 ? 

d) 验证 具有 核 函数 k(z) = Te 的 算 子 4 是 有 定义 的 且 在 L EA. 
(其 中 ye RA (0)). 

e) 取 kfz) = |z|m-", 验证 不 满足 条 件 (*), 但 是 对 于 任何 模 长 为 1 的 复数 a 
我 们 可 以 定义 | 

Agu(r)- lim J k(x — y)u(y) dy, 
z—y|26€n 

其 中 se > 0+, eY — o. 验证 Aa — Ag = -= H hs 在 I2 上 是 有 界 的 . 

5.5. 设 B(L?) 是 D? 上 有 界 算 子 全 体 , 它 具 有 自然 的 Banach 空间 结构 . 

a) 验证 映射 


S? 一 B(L?), 
a= a(z, D) 
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是 连续 的 . 它 的 像 是 闭 的 么 ? 
b) 设 ae se. 证 明 映 射 


l0, 1] > B(L?), 


€  a(z, €D) 


一 般 来 说 不 是 连续 的 ,但 是 对 于 B(L?) 上 的 简单 收敛 拓扑 是 连续 的 . 
5.6. 对 于 整数 s, 证 明 Hs = {u € Z2, Daeu € Z2, lo| < s]. 


5.7. Æ s > n/2, WEB] Hs 的 元 素 都 是 在 无 穷 远 处 趋 于 0 的 连续 函数 ， 而 且 我 
们 有 


sup |u(z)| < C|uj;. 
rER" 
5.8. R^ 上 的 Dirac 质量 6 在 哪个 Sobolev 空间 中 ? 


5.9， 在 本 题 中 我 们 将 确定 所 有 的 局 部 拟 微分 算 子 P， 也 就 是 说 对 于 任意 u e 
5, 使 得 supp Pu C suppu 的 拟 微分 算 子 P. 

例如 所 有 的 微分 算 子 都 是 局 部 的 . 我 们 将 证 明 没有 别 的 了 (这 也 可 以 从 Peetre 
的 一 个 一 般 定理 推导 出 来 ). 

a) d PP 是 一 个 阶 数 m < —n/2 的 局 部 拟 微分 算 子 . 设 zo eR”, ues. 证 明 存 
在 序列 wk E S 使 得 对 于 任意 的 ,在 zo 附近 wi = 0, HÆ LR”) 中 w — v. 由 此 
证 明 Pu(zo) = 0 (利用 习题 5.7). 

b) 设 尸 是 局 部 算 子 且 阶 数 < 0. 证 明 P=0 (利用 习题 4.2). 

c) E PP 是 局 部 算 子 且 阶 数 m <keN. 设 及,… ,fi 在 R" 上 是 Cx 的 , 且 
这 些 函 数 和 它们 的 任意 阶 导数 都 是 有 界 的 . 证 明 Adfi.-- Adf,P = 0 ( (AdA)B = 
[A B] = AB — BA). 由 此 推出 如 果 u c S 对 于 ij « k-178 w 人 (zo) = 0, 那么 
Pu(zo) = 0. 据 此 得 到 P = <p_10aD?*, 其 中 aa 是 Ce 的 , 且 这 些 函 数 和 它们 
的 任意 阶 导数 都 是 有 界 的 . (我 们 可 以 用 Taylor 展开 式 ). 


5.10. 设 r € S- WE: Vz € R^, r(x, 0) = 1. XF e > 0, RITE pe = r(z, €D). 

a) 对 于 所 有 的 ve S, m > 0, 证 明 不 等 式 |peulo < C|ulo, |u—-peulo < Cme™|ulm. 
由 此 推出 对 于 任意 的 ve L2, 35 € 2 0 时 在 L? 中 pew 一 u, 且 对 于 负数 阶 算 子 A, 
pe A 依 范 数 收敛 于 A. 

b) 设 工 是 一 个 1 阶 拟 微 分 算 子 . 证 明 对 于 任意 we S 我 们 有 |[L, pejulo < Clulo. 
W D(L) = {u € L?, Lu € L?) 并 在 D(L) 上 取 范 数 Julo 十 |Lulo. WEB D(L) 是 一 个 
Hilbert 空间 , 且 H+”( 进 而 S) 在 其 中 是 稠密 的 . 


5.11. 设 P 是 一 个 1 阶 拟 微 分 算 子 . 对 se 及 和 KEN 定义: 


H**(P) = (ue Hs， 对 所 有 的 j <k, PIu e H*). 
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a) 证 明 若 A 是 一 个 0 阶 拟 微分 算 子 , 则 u € H**(P) 推出 Au c H**(P). (RF 
别 我 们 有 : uc Hs 和 Pu e H***-! 推出 Au e H**(P)). 

b) 设 对 于 p, q € St 存在 某 一 个 ae 50 满足 p—aq e S°. 证 明 H**(g(z, D) C 
H**(p(z, D)). 


5.12. 椭圆 算 子 和 Gárding 不 等 式 
iX ac S9. 
a) 假设 a(z, D) 满足 下 述 Gárding 不 等 式 : 


Vu € S, Re (a(x, D)u, u) + Clul?s 2 colul3. 


证 明 当 e| 足够 大 的 时 候 Rea(z, £) > co (利用 习题 5.1). 

b) 我 们 设 alz, D) 满足 椭圆 型 不 等 式 |ulo < C(la(z, D)ulo + |u|-s). 证 明 a 是 
0 阶 椭圆 型 的 . 

c) 对 于 ae s”, me 有 重新 讨论 a) fll b). 


5.13. 设 象征 a € Sm 对 于 充分 大 的 满足 Rea(z, €) > CE. 令 上 是 一 个 大 
于 1 的 整数 , 证 明 存 在 b e Sm/* 满足 在 模 -oo 阶 算 子 意义 下 b(z, D)" = a(z, D). 


5.14. Bt a € S? 对 于 (z, €) € R^ x R” 满足 |a(z, 6)| > C > 0. 我 们 将 证 明 , 对 
于 充分 小 的 es > 0, a(z, £D) 是 可 逆 的 . (注意 这 并 不 是 la(s, 0)| 2 C 的 推论 ; 参见 习 
题 5.5.b)). 

a) 对 e € [0, 1], 定义 ae(z, £) = a(x, e£). 证 明 对 于 e € (0, 1), ge = uid " S0 qu 
S! PAR. 

b) 验证 ae#1/ae LA e(ge#1/ae = qe/ae), 由 此 推出 ,存在 €) > 0 使 得 VE € 
(0, £0), ac(z, D) 是 L 上 同 构 . 


6.1. 单位 分 解 | 

设 2 是 Rn" 的 一 个 开 子 集 , (Ui)ier 是 一 族 覆 盖 0 的 相对 紧 开 集 . 我 们 将 证 明 存 
在 一 族 图 数 (voi) ier, 满足: 

i) Vi, e; € Cg Ci 0 < pi < 1. 


ii) (supp w;) 是 局 部 有 限 的 . (也 就 是 说 对 于 2 中 任何 一 个 紧 子 集 K, 除了 有 限 
个 指标 i e 外 我 们 都 有 K Nn supp pi = 2). 
ii) Æ 2 中 ,jcy vi = 1. (根据 训 , 这 个 和 式 是 有 定义 的 ). 


a) 证 明 我 们 可 以 假设 工 = N. 
b) 我 们 假设 (U) 是 局 部 有 限 的 . 证 明 存 在 一 族 开 集 (Vi) 使 得 Vi € I, Vi C Ui, 
且 8 = Uier Vi (我 们 可 以 归纳 地 构造 Vi, 使 得 Vn € N, 2 = Uisn Vi UU;j>n U) 
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然后 我 们 选择 v, < CPU), wi > 0, 使 得 在 Vi E o0, 且 w = c 是 问题 
的 一 个 解 

c) 一 般 情况 .构造 一 个 由 9 中 相对 紧 开 子 集 构成 的 局 部 有 限 集合 列 (An) 来 

盖 0. 对 任意 的 n, 选择 一 个 有 限 子 集 [Cc 了 使 得 As C Uien Ui. X ie 1 我 们 

id U, ; - Ui As. 

证 明 UL, neN, ic In 构成 了 9 的 一 个 局 部 有 限 覆盖 ; 如 b) 中 一 样 选择 一 
个 单位 分 解 (ph ), 定义 

(5 we 


Nn|icIn 


在 下 面 的 习题 中 ,我 们 用 vm (0) 来 表示 恰当 支撑 于 2 上 的 m 阶 拟 微分 算 子 
空间 . 

6.2. a) 证 明 性 质 2.3 可 以 推广 到 Sio (Q x R”) E. 

b) 将 象征 演算 定理 3.2.3 和 4.1 推广 到 0. 上 恰当 支撑 的 算 子 类 上 . 

c) ac Sp. (QxR"), 并 设 A c Vm (0) 具有 象征 a. 证 明 一 个 满足 BA = I-R 
(或 者 4B = 了 IT+ RR, 其 中 R 是 一 个 C^ 核 函 数 ) 的 算 子 B e vm (0) 的 存在 性 等 价 于 
a 满足 下 述 条 件 : 对 2 中 任何 紧 集 K, 存在 Ck > 0 和 Rk 使 得 Vz c K 和 任何 满 
Æ |E] 2 Rx ff) €, la(z, £€)) 2 Cx|&|* . (我们 称 a (或 A) 是 mm 阶 椭圆 的 ). 

d) A pm(z, £) ( (z, £) € R2 x R” \ {0} Jé—T 2T € 的 mm 次 齐 次 函数 . 设 
P e V5.(0) 具有 象征 p, WE p — Pm € SP- (函数 pm E€ Co*(Q x R”) 和 pm 在 区 
域 E > 1 上 重合 ): pm 被 称 作 P 的 主 象征 . (参见 第 L7.2.2 45). 24 pm 满足 什么 样 
的 条 件 时 P 是 m 阶 椭圆 的 ? 


63. a) 设 A c Vn(0). 证 明 对 于 0 的 任意 紧 子 集 K 和 任意 实数 s FE 

Ck, s>0 满足 : 
Vu € CO(K), |Au|, € Cxklulscm. 
b) 记 
Hj,(2) = {u ED'(N), Yp € Cg? (2), pu € H*(R")], 

其 拓扑 是 由 半 范 数 puls 定义 的 , 其 中 o e CSe(2). 证 明 a) 中 的 不 等 式 意味 着 4 是 
一 个 从 Hii" (0) 到 HE2) 的 有 界 算 子 . 

6.4. 这 个 习题 用 在 L 上 的 作用 给 出 局 部 拟 微分 算 子 的 一 个 刻画 (参见 (CM]). 

a) Ut T Æ LR) 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ,其 核 函 数 具 有 紧 支 集 . 对 6 e Rn, 
考虑 函数 ee(z) = e", 并 定义 : 


OT(Z， £) = T (eg)(z) pies. 
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验证 op 的 存在 性 ， 并 验证 这 个 取 值 在 L'(RT) 中 的 函数 对 于 《 是 连续 的 ， 最 后 ， 
验证 

sup f ler(z, f ds < +00, 

£cR"7 


WB ve € CPR"), Tus) = fetora, Q8 s (利用 详 如 对 任意 的 p < 
CP(R"), 
(Tu, p) = (v, Tp) = 27)™ f AlE) lee, Tp) d 


这 样 一 些 事实 ). 
b) 我 们 以 T 记 这 样 的 算 子 T 全 体 : 对 于 任何 一 组 向 量 场 Xa, Xe ATF 
ad(X1)… ad(Xk)T 在 LR”) 上 是 有 界 的 . 


i) 证 明 任 何 具 有 紧 支 集 核 函数 的 0 阶 拟 微分 算 子 是 T 的 元 素 . 
i 证 明 若 Ti, To ÆT 中 元 素 , 则 T,TS 也 是 T 中 元 素 . 


ii) 我 们 记 X = (or,T € T). 证 明 x 对 于 下 列 操作 是 稳定 的 : 乘 上 一 个 
C^? (R") 函数 ， 0/0, 9/0€;, &;0/0€;, 对 任意 的 j ke {1, TEE nj. 


iv) 利用 a), uEB] x c S* (R^ x R”). 

c) 对 于 R^ 的 一 个 紧 子 集 0 上 的 恰当 支撑 算 子 陈述 并 证 明 类 似 于 b) 的 结论 . 

d) id a(€) = exp(ie/9) e- (0^, Hp (6) = (+ 人 62)72. 证 明 对 于 任意 实数 s 
A t, c(D) 都 是 一 个 从 Hs 到 Ht 的 有 界 算 子 , 且 对 于 任何 一 族 和 象征 在 SI 中 的 向 量 
场 Xi,- , Xn AT ad(Xi)… ad(X4)oe(D) 在 LR”) 上 是 有 界 的 . 象征 o 在 5? 
中 么 ? 

6.5*a) 设 s, t Æ [0, 1) 中 满足 s+t< 1 的 两 个 数 . 设 A € VP(0), m=s+t, 
Pf qQcwL(0). 假设 P M Q 都 有 实 值 主 象征 . 

证 明 对 于 0 中 任意 紧 子 集 天 ,存在 Cx > 0 满足 : 

vu € Cg (K), |(Au, PQu)| < Cx(lul + |Pu2., + IQul?,). 
我 们 特别 取 A = E*E[P, QJ, 其 中 E e w-0072 是 一 个 椭圆 算 子 ， 可 以 得 到 
Vue Cg (K), |[P, Qlul-a+s+t)/2 € Ck(lvlo + |Pul-s  |Qu|-:). 

b) E Xi,…, X, 是 9 EX Ce 向 量 场 . 假设 对 于 中 任意 一 点 > ,向量 
X;(z), [Xj, Xx(z) 1«i& p, 1« 3 « k & p) TUER R”. 

i) 对 s — t — 0 利用 a) 中 结论 , 推导 出 下 述 估计 


Dp 
Vu € C0 (K), july 2 S Ck 区 F D Xalo) . 


i—1 
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ii) 现在 设 ve L2.(0) 满足 对 于 任意 的 Xiu € LL.(0). 对 Reu 应 用 上 述 不 
等 式 ,其 中 
Re = ex(eD)e, e € Cg (0), x € S B.x(0) — 1, 
证 明 ve H2 (0). (我 们 可 以 注意 到 Re = re(z, D), 其 中 (re) 是 SY (R^ x R^) 中 的 
一 个 有 界 族 ). 


ii) 设 u c D' 满足 对 于 任意 的 i, Xiu € Hs (0). 证 明 ue Hz* 7 (9). (我 们 注 


意 到 对 于 任意 一 点 ze N 都 存在 一 个 开 邻 域 w 使 得 对 于 适当 的 o, ve Hg (w)). 证 
H Xiu € C%(0), 1 <igp, 则 we C(A). 


iv) Æ R? E, 我 们 考虑 X1 —0/0z, Xz = z0/0y. 设 y, y 是 民 上 两 个 具有 紧 
支 集 的 Ce 函数 , 其 中 suppy C [1, 2]. X A 2 1, id 
Too 
ug, y) = $a) f eh o(z y7) dr. 


对 520,24 A 5 +o 时 给 出 f id ua(z, 25. dz 和 [X;uld 的 估计 ， 由 此 说 明 上 
面 的 结果 是 最 优 的 . 


c) 仍然 取 Q 上 的 向 量 场 X;, … , X,,， 这 次 我 们 假设 在 每 一 点 z e 0, R 由 
Xr(z) 生成 , |I| < r, 其 中 我 们 规定 


若 [ = (i, ig) € {1,.… , p}, q= Il, Xi = (ad X;,) --- (ad Xi, ,)Xi,. 


用 和 b) 同样 的 方法 推理 ,证 明 存 在 5 > 0 使 得 : 若 ve D'(0) 满足 Xiu c HER), 
1<igp, 则 we H?**(0). 


loc 
注 与 b) 不 同 的 地 方 在 于 , 通过 这 个 方法 得 到 的 5 不 是 最 优 的 . (我 们 可 以 证 
明 , 最 多 可 以 得 到 1/7). 


6.6. 设 X1,… , Xp Æ R 上 Co» 向 量 场 . 记 
P= ^x? 
ii 
a) 证 明 下 述 估计 : 对 于 0 的 任意 紧 子 集 K, 任意 se Ru e Cg(KO, 
Y: Xa! < [Re (Pu, wl + Cre slul, 
气 
其 中 (v, 由)。 表 示 五 :(R") 中 的 数量 积 . 


b) 利用 习题 6.5.b)i) 中 的 思路 , 证 明 若 ue Hs (0) 满足 Pu c Hs (0), 则 对 
于 1<i<p 我 们 有 Xiue Hs (0). 
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c) Wk X, 满足 习题 6.5.c) 的 假设 . 设 we D'(0). 如 果 Pu € Hg, (2) 我 们 可 以 
得 到 u 的 什么 性 质 ? 如 果 Pu c Co» (0) We? 

6.7* 设 P e w1,(0) 具有 满足 下 述 条 件 的 主 象征 pi: 

vr € N, VE € R” \ (0), pi(z, €) = 0— {Re pı, Impij(z, £) > 0. 

a) UE E &—A4 ESSE Ei 的 —1 阶 恰当 支撑 算 子 . 证 明 存在 正常 数 Co 使 

得 算 子 
Q = [P*, P] + C9EP*P 

满足 Garding 不 等 式 的 假设 . 

b) 证 明 对 于 2 中 任何 紧 子 集 K, 都 存在 常数 Cr > 0, 使 得 

Vu € Cg (K),  |ul1/2 < Cx(|Pulo + |ulo). 

由 此 , 利用 一 个 形 如 习题 6.5.b) 中 出 现 的 光滑 化 子 ， 推 出 若 u € L2) H Pue 
L2 (0),， 则 we HE? (0); 由 此 得 到 若 ue D'(0) 满足 Pu € Hi(2) W uc 
Hei (0). (参考 习题 6.5 的 推理 过 程 ). 

P 被 称 作 “ 可 以 得 到 半 阶 正则 性 的 半 椭 圆 算 子 ”. 

6.8* 单 变量 传输 条 件 


a) 准备 工作 . 对 we R Fl E24 62 1 时 x(£) 21, 25 £« 1/2 BF. xE) — 0 BU 
函数 x € C?9(R) , 定义 : 


十 oo 
u(r) = f e^t x(£) £^ d£. 


我 们 知道 (参见 习题 4.6), u, 是 R 上 的 一 个 在 z = 0 之 外 Ce 的 分 布 . 证 明 对 于 
z > 0 我 们 有 : 
若 { 一 1 一 2， —3, e) 
uy(x) = ei$UzFDT(, + 1)77^ ^1 mod C**([0, -oo)), 
uy(—2) = e i$ GF DT(, + 1)27"^! mod C™([0, +00)). 
HZEncí42,3,..) 
us (z) = i**ig^-!logz mod C™([0, --oo)) 


u 4 (—z) = (-i)^*!g"-1logz mod C™([0, +oo)). 


这 里 T 表示 对 于 Rez > 0 由 T(z) = | ett- dt 定义 ,再 通过 亚 纯 延 拓 到 整个 复 
0 

平面 上 的 Euler 函数 (或 称 Gamma 函数 ).( 提示 : 先 考虑 u> -1 的 情形 , 比较 u, 

和 fr? ete dE, 然后 注意 到 Du, = uii) — ^ 
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b) RASELA ER E m 阶 古 典 象征 . 记 
u(z) = > etA (E) dé 


证 明 wls。>o 可 以 延 拓 成 一 个 Ce 函数 当 且 仅 当 : vj € N, 71) = ertm 4 (1), tE 
就 是 说 A;(£) 可 以 全 纯 地 延 拓 到 Ime > 0. 
c) Ba aj 是 及 上 mm 阶 古典 象征 . 我 们 称 算 子 a(z, D) 对 于 (0, +oo) 3i 


足 传 输 条 件 ， 如 果 Vu € Cg? ([0, 十 00)), 函数 a(x, D)(u9)|,.o 可 以 延 拓 成 一 个 C” BR 
数 . (这 里 w? 是 通过 对 z < 0 定义 wa(z) = 0 而 得 到 的 u 在 R 上 的 延 拓 )， 
证 明 对 于 w € Cge([0, --oo)), 


a(z, Dé) = [^ état, 


其 中 A 是 一 个 m 阶 古典 象征 , 满足 A) = —i£-lao(0, 6)u(0)，( 首 先 注意 到 à9(£) 
是 一 个 -1 阶 古 典 象征 ,我 们 可 以 计算 其 渐 近 展 式 ; 然后 参考 附录 中 的 定理 2 计算 A 


依赖 于 a 的 表达 式 ). 
由 此 得 到 , 只 要 alx, D) 满足 下 述 条 件 , 它 就 满足 传输 条 件 : 
Vk € N, Yj EN, Oka; (0, -1)- eir(m-3)gkq. (0, 1). (x) 


d) 反 过 来 可 以 证 明 , 若 a(z, D) 满足 传输 条 件 , 则 (*) 成 立 . ( 先 证 明 j— k— 0 
的 情况 , 然后 注意 到 如 果 a(z, D) 满足 传输 条 件 ，[D, a(z, D)] 也 满足 该 条 件 ). 

7.1* 驻 相 公式 

a) W q 是 R" 上 非 退 化 二 次 型 , we Cg (Rn). 我 们 来 研究 积分 


(A) = f 9^9 dz 


在 入 一 +co 时 的 渐 近 性 态 . 为 此 , 记 z = y/ X 代入 积分 式 , 并 把 久 TE 0 点 的 一 个 
邻 域 中 展开 ; 利用 附录 中 的 定理 1 来 估计 余 项 ,证 明 我 们 可 以 得 到 一 个 和 RRR 
作为 渐 近 展 式 ， 其 每 一 项 都 可 以 借助 习题 4.9.b) 算出 来 : 


E dios 


其 中 o 是 9 的 符号 . 
我 们 假设 有 实 值 函 数 f € Coo (Rn), 具有 唯一 的 临界 点 zo 使 得 f(zo) 20, H 
Hesse JERE q = f" (xo) 是 非 退化 的 . 对 u € C08, 我 们 来 研究 : 


Tr(A) = f= ua) dz. 
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b) Morse 引 理 . 证 明 存 在 xo 的 邻 域 V 和 一 个 从 V 到 0 点 的 一 个 邻 域 之 间 的 
局 部 微分 同 胚 y, 使 得 ; 
VreV, f(z)= za(v(2)). 


为 此 , 考虑 具有 形式 B(z)(z — zo) (其 中 B(zo) = 7) 的 p(z). 注意 到 我 们 有 
f(z) = (4(zj(z — 20), 2 — a) 
其 中 4(z) 是 对 称 的 ,而 A(zo) 就 是 q 的 矩阵 , 这样 我 们 只 需要 对 zo 附近 的 = 解 : 
B(z)*4(zo)B(z) = A(z), B(zo) — I. 


对 于 定义 在 B = I 附近 的 映射 B B*A(z0)B 应 用 局 部 逆 函 数 定理 (例如 , II.A.1 
节 中 所 陈述 的 版 本 ) 就 可 以 得 到 结论 . 
c) 由 a) M b) 得 到 A) 以 一 个 和 的 寡 级 数 作为 渐 近 展开 , 其 首 项 为 


on n/2 i 
(X) ei?7/ | det f" (zo) "^ u(zo), 


这 里 c 是 Hesse 矩阵 f" (xo) 的 符号 . (我 们 可 以 利用 附录 引 理 1 来 把 积分 区 域 局 部 

iE ”我们 也 可 以 把 c) 中 的 渐 近 展 式 的 每 一 项 都 算出 来 . (参见 [H1], 定 理 7.7.6, 那 
里 完全 不 用 到 Morse 5138). 

在 下 文中 ，M 都 表示 一 个 O” 流 形 ( 紧 致 集 的 可 数 并 ). 

7.2. 证 明 单 位 分 解 定理 (习题 6.1) 在 流 形 M 上 也 是 成 立 的 . 

7.3. 取 M. 上 正 密度 y (必要 时 参阅 本 章 习 题 最 后 关于 流 形 上 密度 的 注 记 ). 

a) Ù A c W"(M), o, € CP(M) 满足 sappp nsuppy% = 2. 证 明 存在 
k € C>(M x M) 满足 : 

ec Va e M, ohys 四 = | kis y)uG)uy) 
M 

(我 们 可 以 先 讨 论 suppe C U, supp C V, i U (LV 是 两 个 不 交 的 坐标 邻 域 的 情 
形 ; 这 时 UU V 也 是 一 个 坐标 邻 域 ). 

b) 证 明 更-(M) 恰好 是 形 如 : 

Ku) = | ke ung) (u e CPM), 
M 


的 算 子 全 体 ,其 中 ke C9(M x M). 
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7.4. a) WU 是 M PRE. 若 A c V"(M) ,证 明 算 子 


Alu : C$ (U) > C**(U), 


uc (Au)|u 


是 W"(U) 中 的 元 素 . 设 B € W"(U), o, Y € Cg (U), 证 明 pBy 定义 了 W"(M) 的 
一 个 元 素 . 

b) 设 A: CP(M) 一 C*(M) 是 一 个 连续 线性 算 子 . 如 果 存 在 M 的 一 个 开 覆 
ak (Ui) 使 得 对 所 有 的 i, Alu, € V"(U;), 那么 A 是 V"(M) 中 的 一 个 元 素 么 ? (我 们 
只 需 研 究 R 上 两 个 开 集 的 情形 !). 证 明 如 果 我 们 还 要 求 4 满足 习题 7.3.3) 中 的 性 质 
的 话 , 问题 的 答案 就 是 肯定 的 . 

c) & (U;)ier 是 M 的 一 个 开 覆 盖 ,， 上 且 对 于 任意 ie 7, 设 有 A; e Vm(M). 我 们 
假设 还 有 £ € [7oo, m), 并 设 对 于 任意 的 i, j， 


Ai|v;nv; — Aj|u;nv; € V^(U, 1 U;). 
证 明 存在 A € V" (MP) 使 得 对 于 任意 的 i: 
Alu, — A; € V*(U,). 
证 明 A 在 模 w'(M) 的 意义 下 是 唯一 的 . 换 名 话说 : w/o 是 M 上 的 一 个 层 . ( 提 
zh: 我 们 可 以 取 A = X vidigi, 其 中 o; y; € Cg*(U;) 是 适当 的 函数 …)， 
d) 将 c) 中 的 结果 应 用 到 下 述 情形 : 
i) Æ a € S"(T* M) 是 m 次 齐 次 的 , 则 存在 以 a 为 主 象征 的 算 子 A < Vm(M). 
ii) 设 (mj)jen 是 一 列 递 降 到 —oo 的 实数 ,对 任意 的 j, 设 A; e Vv (M). 证 明 
存在 A c Vm(M) (在 模 w-o(M) 意义 下 是 唯一 的 ) 使 得 
A ^ x 也 就 是 说 VN €N, A- 》 A; e w"" (y). 
j=0 j«N 
ii) & A e V"(M) RA ERIE am. 设 在 T*M 上 am £z 0. 证 明 存在 B e 
V-**(M) 使 得 AB = I = BA mod V-*(M). 
7.5. 本 习题 讨论 定理 3.2.3 在 流 形 上 的 推广 . WE ud M 上 一 个 正 密度 ， 并 设 
A € V"(M). 我 们 试图 证 明 存在 一 个 算 子 4* € Wr (Mr) 满足 : 
Vu € Cg* (M), Vv € Cg (M kr Au- ŭu = n u- À*v p. 


a) 在 假设 这 样 的 一 个 算 子 存在 的 前 提 下 , 验证 它 在 Cg (M) Co (M) 的 算 子 
类 中 是 唯一 的 . (或 者 在 从 Cg (M) 到 M 上 的 分 布 空间 的 算 子 类 中 ， 如 果 读 者 了 解 
这 方面 的 理论 的 话 ). 
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b) 对 某 个 坐标 邻 域 0, 设 v,v € CFY(U)， 构 造 (pAy)*， 考 虑 一 个 开 和 覆盖 
(U;), RP Uo =U, 而 对 于 i 关 0 有 UN suppy = 2; 利用 与 之 关联 的 一 个 单位 分 解 
构造 出 (Ay). (利用 习题 7.3.a)). 最 后 , 由 此 构造 出 A*. 

c) 证 明 若 A 的 主 象征 是 cow, W 4* 的 主 象征 是 as. 

7.6. a) 证 明 算 子 按照 第 L2 节 中 的 定义 是 古典 的 这 一 性 质 在 坐标 变换 下 不 变 . 
由 此 得 到 我 们 可 以 定义 流 形 M 上 的 古典 拟 微 分 算 子 . 

b) 设 A e v (M) ETR, HRE ERIE am. 对 ze M, 设 有 we CY(M), T 
E ylz) 21, Fi y c C”(M) 满足 av(z) Z0. 计算 imo A7 he Mr) A (eM (5) (zx) 
依赖 于 am 的 表达 式 . (利用 附录 中 的 定理 3 和 习题 7.3.a)). 

7.7， 本 习题 的 目的 是 刻画 M = T^ = (R/2xZ)” 上 的 拟 微 分 算 子 ， 对 ke 
Z^, RIŽE T" 上 的 C> 函数 erle) = eikz. 设 we C%(T"),， 我 们 记 ak) = 
(y^ [ue tds. lt a = (a())sez* 是 一 个 复数 列 ,我们 用 


ó;a(k) = a(k + e;) — a(k) 


来 定义 函数 列 05a (1 < j € n), 其 中 (e, , en) 是 Zn 的 典 则 基 . 然后 对 于 a cN” 
我 们 用 通常 的 方法 定义 0^. 
a) 设 Ac ym(T"). 对 于 z e T 和 keZ", 我 们 定义 : 


a(x, k) = e &(x)Aex(z). 
验证 |a(z, k)| < C(1-- |k)” (应 用 附录 定理 3), 并且 有 
Oja(zx, k) = e-x(x)]05, Alex() 
ó;a(z, k) = e x(x)(e-«; Aes; — A)(ex)(x). 
由 此 推出 : 
Vo, VB, |r68a(z, k)| < Cag(1 + |k[)' Pl. (x) 
b) 反之 ， 设 函数 a = a(x, k) 对 于 r 是 c” 的 且 满 足 条 件 (*)， 我 们 定义 


A : C**(T") > C**(T"): 


Au(z) = M a(z, k)ü(k)e ^". (**) 


kez” 
i) 对 于 满足 supp pNsupp Y = 2 ÉJ o, Y € C”%(T"), 证 明 存在 某 个 k € Co (T^ x 
T^) 使 得 
eAvu(s) = f kle, yuly) àv. 
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i) 我 们 用 通常 的 坐标 映射 把 U = (TI\{fl}j)” 和 (0, 2r)” 等 同 起 来 . 对 o, v € 
CF(D), 验证 pAv € Vm(U). (注意 0o (eF?) = z% zga (2), HEP qa 是 Cee 的 ,在 U 
EIER). 


iii) 总 结 得 到 的 结论 . 


下 面 三 个 习题 告诉 我 们 拟 微 分 算 子 是 如 何 应 用 到 紧 流 形 上 的 分 析 问 题 上 去 的 . 
为 了 更 好 的 展示 拟 微 分 算 子 的 作用 , 我 们 决定 给 出 关于 有 限 性 , 对 偶 及 谱 分 解 的 经 典 
结果 的 自足 的 证 明 , 我 们 用 到 的 唯一 一 个 非 平凡 的 泛 函 分 析 的 结果 是 Hilbert 投影 
定理 (习题 7.9 e)). 

希望 了 解 与 这 些 结果 相关 的 泛 函 分 析 一 般 理 论 (Fredholm 算 子 等 等 ) 的 读者 可 
以 参阅 相关 书籍 (例如 Hórmander [H5], 第 19.1 节 ). 

在 下 文中 ,我 们 假设 有 一 个 紧 流 形 M 和 M 上 一 个 正 密度 u. 空间 [2(M) 上 有 
通常 的 Hilbert 内 积 

(u, v) 一 f uU L. 
M 


WRA, RIRE lul? = (u, u). IFPR ELWES, Co (M) 是 LM) 的 稠密 子 
空间 . 

7.8* 有 限 性 和 对 偶 

WM 是 一 个 n 维 紧 流 形 ,并 设 P c w"(M) 是 一 个 椭圆 算 子 . 我 们 选择 M 上 
的 一 个 正 密度 u 并 在 Co (M) 上 引进 准 Hilbert 内 积 


(u, v) = f on 


在 习题 7.5 中 我 们 证 明了 对 于 这 个 结构 P AAAF P", H P* e w"(M). 
N 
此 外 ， 我 们 把 任何 可 以 写成 k(x, y) = DA OLAN (其 中 Pj, V; € C?*(M)) 


j=1 

的 函数 称 作 有 限 秩 核 函 数 ， 称 相应 的 由 公式 Ku(z) = f k(z, y) u(y) u(y) 定义 的 算 
F K 为 有 限 秩 算 子 . n 

a) EHE K 是 有 限 秩 的 , 则 Ker (I— K) 是 有 限 维 的 , H Im(1 — K) = (Ker (1— 
K*). 

b) & ke C*(M x M). 证 明 对 于 任意 的 e > 0， 存 在 有 限 秩 的 k 使 得 
supmxm |k — K'| < e. (我 们 可 以 考虑 Stone-Weierstrass 定理 ). 

由 此 推出 存在 Q e v-"(M) 使 得 QP - I— K, 其 中 天 具有 有 限 秩 核 函 数 . 

c) 证 明 Ker P 是 有 限 维 的 . 设 f € (KerP*)+. 证 明 Qf € (Ker (I 一 K*))+, 并 
推出 存在 g € Co (M) 使 得 f — Pg € Ker Q. 证 明 我 们 可 以 选择 g 使 得 ||f — Pgl| 为 
极 小 , H. h= f — Pg fll P(Ker(QP)) 垂直 . 由 此 推出 P*h e Im(P*Q*), H 5 — 0. 
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这 样 我 们 就 可 以 得 到 结论 : 
Im P = (Ker P*)-. 


7.9* 设 对 某 个 m < 0, Ae Vm(M). 由 定理 5.1, 
A: C? (M) 5 C*(M) 


可 以 延 拓 成 LM) 上 的 有 界 算 子 , nu A. Ut AERAR, 即 4* = A. 
a) 设 c LM) 是 一 个 在 A 的 作用 下 稳定 的 子 空间 , 且 A 在 其 上 不 为 0. 
i 我 们 记 s(F)= sup  |(Au, u)|. 证 明 s(F) e (0, +00). 


u€F, |u|o— 
i) RA F 中 序列 (wj) 使 得 |wjle = 1, (Auz, w) 一 入 其 中 |A| = s(F). 我 们 记 
e = A/s(F) € (—1, 1]. 
证 明 [Au; — Auj|o 一 0 (对 Q(v) = ((s(F) — £A) v, v) 应 用 Schwarz 不 等 式 ), 再 
利用 习题 7.8 b), 证 明 (wj) 的 一 个 子 列 依 范 数 收敛 于 Ker (A - 4) n F 中 的 一 个 非 零 
元 素 . 同时 验证 Ker (A — A) 包含 在 Co (M) 中 且 是 有 限 维 的 . 


b) 证 明 存 在 L?(M) 的 一 列 两 两 正 交 的 有 限 维 非 零 子 空间 (EX), 和 一 列 实 数 
(和 Xx), 使 得 


L 
k 
Vk, A| Er = Agld 且 |Ak+i| = s(Fx), 其 中 及 = ($5) 3 
j=0 
最 后 大 和 x 7: 0,00] Ek C C%(M). 
c) 证 明 Jim A. — 0. (我 们 可 以 利用 习题 5.10 a) 和 7.8 b) 来 证 明 4 是 有 限 秩 
算 子 依 范 数 收 做 的 极限 ; 由 此 推出 4 不 能 在 某 个 无 限 维 子 空间 上 对 某 个 c> 0 满足 
形 如 (Au, u)| 2 clu]? 的 不 等 式 ). 
d) 证 明 若 (Ax) 以 0 为 驻 点 , 则 4 的 核 函 数 是 有 限 秩 的 . 
e) RINE E = CD Ex -- Ker A. 证 明 互 在 I2(M) 中 是 稠密 的 . (研究 E). 
k=0 


7.0*i Pe V"(M) 是 mm > 0 MAT, ES Bt ( 即 P* = P), RAWE 
V(z, £) € T* M, pm (z, €) > clé” ( KP c > 0) 


的 主 象征 pm- 
a) 证 明 存 在 a > 0 使 得 P+a 在 Co (M) 上 是 单 射 . (利用 Gárding 不 等 式 ). 
利用 习题 7.8 证 明 P+a:C%(M) 一 Co (M) Jén Di B. 
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b) 对 4=(P+o)-l 应 用 习题 7.9 的 结论 ,证明 存在 Co (M) 的 一 列 两 两 正 交 
非 零 有 限 维 子 空间 (Er), 和 一 列 趋 向 于 +0 的 实数 列 (Xe), 使 得 


L'(M)-CDE, B vk, Pg, = Ad. 
k 


ibis. 流 形 上 的 密度 ”对 于 不 熟悉 流 形 上 的 微 积 分 的 读者 , 我 们 在 这 里 简单 回顾 
一 下 密度 的 概念 . 

Bt EJÉR En EZB, 我 们 考虑 对 于 EE 上 任何 线性 算 子 4， 和 任何 向 量 
hi,- , hn € E RA 


v( Ahi, fS Ahn) = | det A|o(hi, ES hn) (*) 


的 线性 映射 p : E^ — C 全 体 , 记 为 |9|(E). 例如 , Æ (ei, en) 是 E 的 一 组 基 ， 
p =le ^--^ez 就 是 0I) 的 元 素 , 且 取 值 在 Rt 中 . AU IO(E) 是 C 上 的 1 维 
线性 空间 ， 而 这 样 一 个 元 素 就 构成 了 一 组 基 . 

对 一 个 n 维 流 形 M, 我 们 以 ATM) 记 所 有 [OI M) (m e M) 的 无 交 并 : 
|2|(7M) 是 M 上 的 一 个 1 维 复 向 量 从 , 我 们 称 之 为 M 上 的 体积 元 从 . 所 谓 密度 就 
是 这 个 从 的 任意 一 个 (Ce ) 截面 ; o 的 好 处 在 于 对 它 可 以 在 M 上 求 积分 (至 少 当 它 
在 无 穷 远 减少 得 足够 快 ， 特别 是 当 它 具 有 紧 支 集 的 时 候 ). 事实 上 ,在 一 个 局 部 坐标 
系 中 ,我 们 有 


p= jz .…，,znjldzi A++ A dzn|， 其 中 f ec, 


HX p 在 一 个 坐标 图 中 具有 紧 支 集 时 ,我 们 可 以 定义 


f e- f f(£1, +° £n)dz1 +: d£n, 
M R^ 


公式 (9) 保证 了 这 个 积分 和 局 部 坐标 系 的 选择 无 关 . 由 单位 分 解 ,我 们 就 可 以 对 M 
上 任意 紧 支 集 的 密度 p 定义 I p. 

当然 ， 如 果 M 是 可 定向 的 , 任何 密度 p 都 可 以 写成 jlw| 的 形式 , 其 中 foc 
C* (M), H w 是 一 个 处 处 非 零 的 n- ÉR. 

如 果 w 是 正 的 , 那么 p 就 是 上 fo, 其 中 M 表示 具有 定向 的 流 形 M. 

密度 的 概念 使 我 们 在 没有 定向 假设 的 情况 下 也 能 够 在 一 个 流 形 上 做 积分 . 我 们 
注意 到 ， 利 用 单位 分 解 ， 我 们 总 能 够 把 从 OTM) 平凡 化 , 即 构造 一 个 处 处 非 零 的 
密度 po: 其 他 任何 密度 都 可 以 写成 foo (f € C (M) 的 形式 . 一 般 来 说 ,我 们 都 会 
选择 一 个 正 的 po， 即 对 于 任意 的 m c M 和 任意 独立 的 hi,- 6 TUM 我 们 有 
po(m)(hi, --- ha) > 0. (考虑 到 (4), 这 一 点 是 很 容易 做 到 的 ). 
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能 量 估计 


粗 看 起 来 , 讨论 拟 微 分 算 子 这 样 一 个 在 大 自然 中 几乎 无 处 不 在 的 概念 的 “应 用 ” 
是 一 件 有 些 滑稽 的 事情 ; 但 不 管 怎么 说 , 为 了 避免 要 求 读者 直接 查阅 原始 论文 或 者 
专著 , 我 们 在 这 里 用 一 种 非常 初等 的 方式 很 局 限 地 陈述 它们 的 若干 应 用 . 如 果 说 本 
章 的 前 两 节 (LA 和 ILB) 可 以 看 作 是 第 I 章 中 的 古典 拟 微分 算 子 象征 演算 的 自然 
( 且 具 有 丰富 推论 的 ) 延续 ，II.C 节 利 用 拟 微分 工具 的 有 效 性 来 证 明 一 些 不 可 或 缺 的 
双 曲 能 量 估计 . 

这 些 估计 可 以 用 来 得 到 Hórmander 关于 奇 性 传播 的 定理 ( 微 局 部 分 析 的 关键 定 
理 之 一 ); 此 外 , 它们 是 第 II 章 中 将 要 描述 的 非 线性 扰动 技巧 的 核心 . 


I.A 非 线性 二 进 分 析 
ILA.1 Littlewood-Paley 分 解 : 一 般 性 质 


ILA.1.1 Littlewood-Paley 分 解 
W v € Cg? (R^) 满足 当 |El < 1/2 EF yE) 2 1, 24 Je > 1 RE yE) 209. 我 们 
id e(£) = v(6/2) — YE): o 的 支 集 包含 在 球 过 1/2 < |£| < 2 之 中 , 且 对 任意 的 6,3 
们 有 
1=%( + 9 2(2-26) 


p20 


@ 译 校 者 注 : 这 里 应 要 求 y 的 值 域 为 [0,1]. 
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(在 每 一 点 , 右 端 的 和 式 至 多 有 两 个 加 项 非 零 ). 对 ve S' (R7), 我 们 定义 : 
u—ı = Sou = Y(D)u, u,—qv(2?D)u, 
这 样 
u = Sou 十 》 up. 
p20 


这 就 是 u 的 Littlewood-Paley 分 解 . 我 们 记 部 分 和 为 S,u = XE -_] ug. 每 一 项 在 
C^ 中 都 是 全 纯 的 (事实 上 ， 只 要 u 在 某 个 H h, 这 些 加 项 就 在 H+% CB) H u t 
“品质 ”反应 在 $ up 的 收敛 速度 上 . 下 面 两 个 引 理 将 是 被 反复 引用 的 . 我 们 先 规定 
一 下 记号 : |u|, 表示 u 在 Hs 中 的 范 数 (s € R), lulo 是 L” 范 数 . 


引 理 1.1.1 (加 项 的 几乎 正 交 性 ) 我 们 有 


1L/2 芝 凡人 + Y p (2E) <1, (1.1.1) 
p20 
且 对 于 任意 的 ve L2, 
35 lul? < lud < 2 X lupi. (1.1.2) 
p2-1 p2-1 
WE BH 


POE ee?) [66 + 356076]. =, 
而 根据 不 等 式 (a +b)? < 2(a? +0), 


= [w+ Eeo] <2 (ét + Y5e076). 
因为 
eu = 9c flop as, 2 

所 以 只 要 在 (1.1.1) 的 两 边 都 乘 上 |&(é)|? 再 做 积分 就 可 以 得 到 (1.1.2) 了 ,注意 到 根 
据 定义 à,(£) = e(27^£)0(£), 而 â-€) = v(e)à(£). o 

这 一 引 理 的 根本 在 于 当 |p- g| > 2 时 (up, ug) p» = 0: 这 些 加 项 w 不 是 正 交 的 ， 
但 几乎 是 , 而 引 理 1.1.1 就 是 对 应 于 这 种 几乎 正 交 性 的 勾 股 定理 . 

更 一 般 的 , 车 (us) 是 L? 中 的 一 列 满足 supp b,c fe, 1a- < ll< cen] 
的 函数 , 我 们 总 有 下 述 不 等 式 : 


Eul < < 常数. lus [o (1.1.27) 


@ 译 校 者 注 : 此 处 应 为 “每 一 项 的 Fourier 变换 ”. 
@ 译 校 者 注 : 这 里 的 常数 = (22)77. 
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引 理 1.1.2 (加 项 对 于 求 导 运算 的 敏感 性 ) 存在 独立 于 pz 和 的 常数 C, 满足 : 
i) 对 于 任意 的 a € N", p > 一 1， 


[ó*uy|o < C2P'*!lulo, 160°Spulo < C 2P'^!|u|o, (1.1.3) 
lô“upllo < C'2P'*!|lulo, — 8" Spullo < C22lelllullo. (1.1.4) 
ii) SHEXEB s c R I pz 0, 
1 
c?" luplo < lupls < C2” |uplo. (1.1.5) 
iii) 对 任意 的 keEN 和 p> 0, 
1 
c?" lluslo < 》 |8*upllo < C2” llupllo. (1.1.6) 
lk 


证 明 a) 由 定义 
lup? = (2r)-” / (1 + leP)*g? 776)la (e)? de; 


因为 (1L+ |6]2)* TE p(2-?é) 的 支 集 上 具有 形 如 “常数 x 22ps” 的 上 下 界 ,我 们 立即 得 
到 (1.1.3) 和 (1.1.5). 

b) ig 9 的 Fourier HAKA à ( 即 ô = S) RIJE B(D)u = Š xu, HXE 
$(£) = D (uE) (u € R; 9; 是 某 个 函数 ), 则 (x) = uó (c/u), 这 样 


全 alaz= f čila, 
就 和 /无 关 . 我 们 得 到 È xullo < Cllullo, 其 中 C 和 p EX. 对 任意 a, 我 们 有 
9^(&(D)u) = (0*9) + u = pIu" (9^:)(z/u)) * u, 
这 样 
^ ($(D)u)llo < Cu toullo; 
将 此 结果 应 用 于 OE) = p(2-?&) (该 式 定义 up) 或 P(E) = (2776) (该 式 定 义 Spu), 
我 们 得 到 (1.1.4). 类 似 的 ， 
Sup = 常数 . EPEE) 
一 常数 .27 (2-PE) 27" 6)ü(£) 
二 常数 . 2Plelà. (2-P£)à, (E), © 


@ 译 校 者 注 : 这 里 的 常数 = ile. 作者 特意 不 给 出 具体 的 数值 , 是 为 了 着 重 指 出 在 微 局 部 分 析 中 ， 
系数 的 取 值 是 无 关 紧 要 的 . 
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其 中 ei(£) = £"x(£), x € Cg (R^), H.E o 的 支 集 的 一 个 邻 域 里 x = 1. 这 样 我 们 就 
得 到 (1.1.6) 右边 的 不 等 式 . 
c) 为 了 得 到 (1.1.6), 我 们 对 于 在 supp o 的 一 个 邻 域 里 取 值 为 1 的 函数 x € Cg, 


考虑 等 式 

P(t) = (= €° Xalé Ee ), 

|lal=% 
其 中 
co EE) T 

Xalé) = S ase € C$ 》 

我 们 可 以 得 到 
ip(6) = «(2 PE NE) = ^ (2 "6x. (27*6)ü,(£) 
lal=% 
= 277* S^ xa(2?é) Dous(é), 
[lal=% 

这 样 2P^u, = Y^ (2z"Xau(2p.)) « Dowp, 即 可 得 到 结论 . n 


|o] -k 


II.A.1.2 Sobolev 空间 的 刻画 
性 质 1.2 i) Æ uc Hs(R"), 则 对 任意 的 p> —1, 


|uplo < 常数 . |ulscp2 ?°, 
其 中 cp = cp(w) 满足 5^ <1. 


ii) 反之 , 者 对 于 p > -1 有 lupo < Cej277*, 其 中 六 co < 1, 则 we Hs 且 存 在 
和 无 关 的 常数 C" 使 得 uls < CC". 
证 明 因为 ((D)sw), = (D)*us 9, 这 就 是 (1.1.5) 和 引 理 1.1.1 中 给 出 的 L zs 
间 的 刻画 的 直接 推论 . 口 
ILA.1.3 Holder 空间 的 刻画 
对 a > 0, a ¢ N, 我 们 定义 Ce = Ce(Rn") 为 C*(R7) (k = E(o) = a 的 整数 部 分 ) 
中 满足 下 述 条 件 的 函数 u 的 全 体 : u 及 其 直到 k 阶 的 导数 都 是 有 界 的 , H 3C, Yr, Vy, 
VB, |B| =k 
[8^u(z) — Ou(y)| < Cle — y[*-*. (1.3.1) 
C^ 上 的 范 数 为 lulle = llulle + [jul 其 中 lulh 是 (1.3.1) 中 的 最 优 常数 . 
ORRE: 这 里 , (D)? = (1+ |D[2)5/2. 
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性 质 1.3 i) Æ u € C*(R") (a d N), 则 对 任意 的 p> —1, 
usllo « 常数 : ||u||, 277^. 


i) 反之 , 若 对 于 p > —1, llupllo < C27?* (o € N), W u e C^ 生存 在 与 无关 
的 常数 C" 使 得 ulla < CC". 

证 明 我 们 首先 注意 到 根据 不 等 式 (1.1.6) MFA (8%w)p = 6°wp, 我 们 只 需要 
讨论 0 < a < 1 的 情形 就 可 以 了 . 

a) 因为 ||u_illo < 常数 . ulo 我 们 只 须 对 p > 0 考虑 


upla) = [ "p27 (0 — y) n). 
同时 因为 1 8(z) dz = 常数 .yp(0) = 0, 所 以 
wy) = | "APE — y) (uty) = ue) àv 


因此 
oo < llulla f 2'E — ve — yl dy < c ua. 
由 此 i) 得 证 . 
b) 反之 , 对 于 某 个 适当 的 p, 记 
u = Spu + Rpu, Rpu = S ui 


q2p 


我 们 有 
lRpullo € >》 lupllo < C27?^. 
qZp 
"iH, 
p—-1 
|Spu(z) — Spuly)| < Iz — y| >, IIVullo: 
q——1 


根据 (1.1.6), 我 们 有 
ll Vugllo < HZ 0210-9, 


而 且 显 然 有 上 Vu_illo < 常数 . C; 这 样 , 对 于 0 < a < 1， 
|Spu(z) 一 Spu(y)| < 常数 .Clz — y[27 079), 


因为 级 数 E Vull 的 各 项 被 一 个 几何 级 数 所 控制 . 
把 对 于 Ryu 和 S,u 的 估计 放 在 一 起 , 我 们 得 到 


Iu(z) — u(y)| < 常数 .Clz — y[29 0 9 202779. 
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我 们 取 p 为 满足 2? < 的 最 大 整数 ， 可 以 得 到 


1 
Iz — yl 
lu(z) — u(y)| < 常数 .Clzx — y|”. 

由 此 ii) 得 证 . 

我 们 必须 提醒 读者 ，lluzllo < C 并 不 能 刻画 L”, |lulo < C2-? 也 不 能 刻画 ( 古 
典 意义 下 的 )C1， 而 会 给 出 一 个 更 大 的 空间 (参见 习题 A.3). 

ILA.1.4 Sobolev 嵌入 

性 质 1.4 X15» n/2, s—n/24 N, Hs C C5-"/? (ERRA). 

WEBB 我 们 记 ws(z) = 2)" f eitt (€) de, 可 以 得 到 


hlo < 第 数 ESI 


常数 . i C27?) 的 体积 ]1/? 


< 
< 常数 . 27 |ulscp2 ?5， 


其 中 最 后 一 步 利 用 了 (Fourier 变换 的 L? 等 距 性 质 和 ) EE 1.2. 
由 性 质 1.2, cp < 1, 这 样 就 可 以 利用 性 质 1.3 得 到 结论 了 . 


ILA.1.5 DETER 
性 质 1.5 i) 对 于 s= Aso 十 (1 一 入 )s1 (0 < 入 < 1, so < 51, so, $1 € R) 和 任意 
u € Cg? (R"), 我 们 有 不 等 式 ' 
|u|s « 常数 .lul> luli ^. (1.5.1) 


ii) 对 于 a = Aog + (1 — à)aı (€ A € 1, ao < o5, oo, al 正 的 非 整数 ) 和 任意 
uc Co RITA 
lulla < 常数. luli, Mull z^ (1.5.2) 
WEBB a) Ju? = f (1 + |eP*la(e)i? ae 
- J (L-- le) ja (e)? + ej?) Na) ae, 


然后 以 p= 1/A fI q = 1/(1 — A) 为 参数 应 用 Holder 不 等 式 即 可 . 
b) 我 们 记 : 


llupllo < lupllòllupllo ^ 


PC. ulk, (27) uz (27) 
数 


< 
< 常数 .ullallullas 2 ^, 
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然后 由 性 质 1.3 即 可 得 到 结论 . m 


注 一 个 有 用 的 事实 是 : (1.5.2) 对 于 oo, ai > 0 还 是 成 立 的 ,这 里 当 o = 0 时 
我 们 定义 C^ 为 L%, 而 当 a 是 正 整数 时 我 们 定义 Ce 为 阶 数 < a 一 1 的 Lipschitz 
KAE. (参见 第 I 章 ,习题 2.4.a)). 

这 里 我 们 可 以 很 容易 地 看 到 性 质 1.3 中 给 出 的 刻画 是 如 何 起 作用 的 : 它 包含 了 
大 量 关于 Holder 空间 的 有 用 性 质 (例如 (1.5.2)). 


ILA.1.6 ”光滑 化 算 子 
性 质 1.6 存在 一 族 算 子 Se(9 > 1) : ) C*  ( C? 具有 下 述 性 质 : 


o20 820 
i) ||Seulla < ŽB lullo, o < 2, 
ii) |Sgulla < 93 - 097^ lullo, œ > B 
iii) ||Seu — ulla < 常数 - 677 ulla, æ < P, 
iv) d 
dà 
当 或 8 为 台数 时 ,我们 约定 Ce 为 由 性 质 1.3 刻画 的 空间 , 旦 具有 相应 范 数 
证 明 对 于 在 原点 的 一 个 邻 域内 取 值 为 1 的 函数 x e Cge(R), 我 们 记 
Sou = V x(2 /0)up; 


< HZ- 077977 lulle, Va, B. 


这 样 我 们 知道 若 2» > 常数 .6, 则 有 (Sou)p = 0, 否则 (Seu), llo < 常数 |ul[52778. 
特别 地 , 当 a > 6 时 ,有 
上 (Sew)pllo < HZ - 277270979) ull, 
(由 性 质 1.3) 即 得 到 ii). 
因为 Sou — u = Y (x(2?/0) — 1)uy, PAZE 2? 和 常数 .0, 则 有 (Seu — u), = 0,18 
JU [(Seu — u)pllo < 常数 .llulle2-z2; 这 样 由 等 式 


(Sou — u)pllo < Æ- [ruj|o2 7290079) 


即 可 得 到 
最 后 ， L syu = = 5 D xa (2/0) up; 其 中 xi(z) = 一 zx (2). 这 样 只 需 注意 到 在 Xa 
的 文集 上 ， 党 -0 < A < 常数 .9, 就 可 以 根据 上 面 的 思路 证 明 iv) T. 口 


ILA.2 在 函数 的 乘积 与 复合 上 的 应 用 
ILA.2.1 对 两 个 函数 乘积 的 估计 
性 质 2.1.1 i) Æ u, vE C? (o d N), Bl 
luva < 常数 . (ulloll + lullallvllo). (2.1.1) 
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ii) Æ u, v € L® n H? (s » 0), M) uv 也 在 此 空间 中 , H 
luv|s < 常数 . (lullolvls + lulsllvllo). (2.1.2) 


证 明 我 们 有 
uS a. Su. 
p q 


和 


uv 一 p» UpUg = > (Sau)va 十 >》 upSpH10 = X TX. 
p,q q p 


Y, 和 E 的 谱 (就 是 他 们 的 Fourier 变换 的 支 集 ) 在 球 {E < 常数 .2?} 的 内 部 . 我 们 
将 应 用 下 述 引 理 . 


引 理 2.1 设 (ag)s>-1 是 一 列 满足 
supp à, C (£, |E] < 常数 .29} 

的 函数 . 假设 存在 对 于 某 个 a 0 我 们 有 laglo < C27 99 (或 者 对 某 个 s 0 我 们 有 
laglo < Cc,2-25, HP Se iD. 

WA u= Dyp- ag 是 Ce 中 的 元 素 (或 者 we H°), E llulla < 常数 .C (或 者 
luls < 常数 C). 

证 明 我 们 只 须 注意 到 存在 N 使 得 的 二 进 分 量 w 满足 up = Diop (ge 
这 样 如 果 用 | | 来 表示 L 或 者 L 范 数 , 根据 引 理 1124), RIRE 

up| < »9» |(ag)p| < 常数 5 au]. 


q2p-N q2p—N 
在 L” 的 情形 , 我 们 得 到 


luplo < 常数 .C Y 2-79 < 常数 .C2-re. 


q2p—N 


在 L? 的 情形 , 将 Cauchy-Schwarz 不 等 式 应 用 于 cv2-(9-2)5/2 x 2=(4+p)s/2 就 有 


q2p—N q2p—N 


1/2 
luplo < 常数 .C »3 c2 95 « 常数 . C275 | Y gria) , 


最 后 注意 到 


> > c22 (a7?)s < 常数 


P q2p-N 


即 可 得 到 结论 . 口 
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我 们 注意 到 , 我 们 所 用 的 分 解 的 几何 特征 在 这 里 起 到 了 关键 的 作用 . 
根据 这 个 引 理 , 我 们 只 须 估 算 (Sgw)vgllo. 但 由 


(Sou)vallo < |lSaullollvallo < 常数 .lwllollvlla2 ^ 


可 以 得 到 Eille < 常数 .jullollvlla， 相应 地 交换 u 和 v 就 可 以 得 到 关于 v 的 估计 . 
为 证 明 i), 首先 我 们 有 


|(Saw)valo < llSqullolvalo < 常数 .ullolvlsca2 7^, 


这 样 [Xi], < 常数 .||wuljolv|s, 对 E: 我 们 也 有 类 似 结论 . 
如 果 在 上 面 的 证 明 中 ,我 们 把 wv = 》 upv = X1 + X2 换 成 更 为 精细 的 


p,q 
uv = 5 UpUg + 5 UpUg + 5 UpUq 
pXq—3 q&p—3 | Ip—a| <2 
z 3 (S, 2), 十 Y (Sp_2v)up 十 5 UpvVg = X + 32 + E}, 
Ip—a|«2 
那么 x) x, 的 谱 就 包含 在 球 沉 (而 不 仅仅 是 球 ) 里 ; 例如 , 对 于 xi 
Spec Sg_2u C (£, |E] < 2*7], 


1 
Spec vg C fs, A « ll € 2- "| ; 


这 样 
Spec (Sg_2u)vg c 谱 集 的 和 C {&, 2^? < |El < 9-277). 


WE, 34 u 和 w 足够 光滑 的 时 候 up 和 os 都 会 很 小 ,所 以 以 形 如 wpws 为 加 项 
的 最 后 一 个 合式 也 很 小 , 这 就 意味 着 我 们 有 一 个 比 u 或 v 更 加 光滑 的 “误差 项 ”. 

这 种 处 理 方式 是 J.-M. Bony 引进 仿 积 概念 的 出 发 点 . u RI v 的 ( 非 对 称 ) 仿 积 
定义 为 Tuv = 并 (5S5。，auw)v (参见 习题 A.5); 我 们 于 是 有 uv = Tuv + Tout 性 质 更 好 
的 余 项 . 这 个 概念 与 相应 的 仿 微分 算 子 的 概念 在 非 线性 方程 解 的 奇 性 的 研究 中 被 证 
实 是 非常 有 用 的 (参见 Bony [B1]). 

我 们 注意 到 对 于 o € N, 利用 第 ILA.1.5 节 中 的 注 , 性 质 的 第 1) 部 分 是 初等 的 . 
该 性 质 给 的 一 个 在 各 种 应 用 中 很 常见 的 变 体 如 下 . 


性 质 2.1.2 # u, ve L^ n H* (其 中 整数 s > 0), 则 对 任意 满足 o] +|6|=s 
的 o, 8, RITA: 


K(a*w)(0Pv)lo < 常数 . (lullolvls + lulsllvlo). (2.1.3) 
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证 明 当 |a| = 0 3È |6] = 0 时 性 质 是 自明 的 . 在 其 他 情况 下 (例如 , |a| > 1), 我 
们 有 
luv = > x Oij (0*3 uOPi v) + «ug Pv, 


E 


其 中 [oj + |j] = 5 — 1, 而 * 表示 各 种 在 此 处 无 足 轻 重 的 系数 
为 证 明 (2.1.3), 只 需 证 明 
|3% u8 v|o < 常数 (jullolvls + ulsllvllo). 
我 们 用 证 明 性 质 2.1.1 时 用 过 的 处 理 方法 : 
09; uiv = (5,09: u) (98; v) 十 3 (0*5), (8,.108:v) = X + X2, 
现在 我 们 有 (利用 引 理 1.1.2.iii)): 
|S, (8*5 u) (8P5 v), < Ss0%wllol(0Fiv)alo 
«CIBC: ullo% lolo, 270710 
< TEC - ullo|v[ 2 tcg, 
由 此 得 证 . g 


我 们 指出 (2.1.3) Æ Hölder 空间 上 的 类 似 结论 是 II.A.1.5 节 中 的 凸 性 不 等 式 的 
简单 推论 . 


事实 上 , 证 明 (2.1.3) 的 传统 方法 是 利用 下 述 (所 谓 Gagliardo-Nirenberg) 不 等 
X (参见 [Au]: Æ u € Ln H* (整数 。 > 0), 则 对 于 任意 的 a, 0 < lal < s, 和 
p = 2s/lal, 
ló*u|rs < WR ullo pues, 
在 承认 这 个 不 等 式 的 前 提 下 ,我 们 利用 Holder RER (p = 2s/|al, g = 2s/|8]) 
可 以 得 到 
K(8*u)(88v)|o < |8*u|r»|OPv|r« 
< KR (lullolvls) V (uls vllo)! 
< H- (lullolvls + lulsllvilo). 
最 后 一 步 利 用 了 指数 函数 的 凸 性 不 等 式 ab! < pa + (1— u)b (其 证 明和 Ce 的 情 
形 是 完全 一 样 的 ). 
ILA.2.2 ”对 复合 函数 的 估计 
性 质 2.2 WE F:Ro C 是 一 个 满足 F(0) = 0 的 Co» 函数 . 若 vwe Fee ns 
(s » 0), 则 F(u) e L^ n Hs H |F(u)|, < Clul。 EF C RR F 5 Jullo 有 关 . 
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这 一 性 质 的 证 明 用 到 下 述 引 理 . 
引 理 2.2 (Meyer RF) i6 € R, 而 水 数列 m, € C 满足 对 于 所 有 的 kN， 


Y. l3 mello < C27 *9. 
lal=k 


则 映射 M : u Y mpup = Mu 对 于 任意 的 s > 6 将 H* 映 到 n? rp, BSET E 
数 只 和 满足 k < E(s — 8) 十 1 的 那些 Ci 有 关 . 


证 明 因为 w 的 谱 包 含 在 球 壳 {&, 1/2 < 2-?|é| < 2) A, 我 们 可 以 选择 一 个 
C > 4 来 对 m, 作 如 下 分 解 : 


rhy = Y(2PE/C) ip + ^ o(2727?£/C m, = rhy, -1 十》 人 pk 


k20 k20 
这 样 对 k2 -1 我 们 定义 Mpu = ms, küp. 
Mu 的 各 项 的 谱 都 包含 在 相应 的 球 (6, |6| < (C 十 2)2?} 之 内 且 |my,_iuplo € 
常数 Ims, -1|ocp|u|.2 P5. 根据 引 理 1.1.23), 我们 有 


Imp, illo < 常数 .mollo < 常数 .22Co， 
这 样 由 引 理 2.1 就 可 以 得 到 , 当 s>5 时 Miu € Hi. 
Mpu (k > 0) 的 各 项 的 谱 在 球 壳 
fe, 2P*1 ($> m 1) « |é] < 27*1 (14 cz 


zn, B. 


|mp kuplo < 常数 . |Mp, «loc» ]u|s 2 7^. 
而 根据 引 理 1.1.2. 1) 和 iii), 


Im», xllo < 常数 . Oem, x||o2- * 9! 


lal=! 


< AL 0272», 
这 样 对 于 任意 的 1 e N, 


[m;, küplo < GEE Ci|u|,27 Ke, 2 7(s—6) 
< EP- Ci uj, 25607179 0,27 (9679), 
于 是 根据 引 理 1.1.1 最 后 的 注 以 及 (1.1.2), 82411688] Mpu € H*79, 其 中 [Mul s < 


常数 . 0125 671-9 ul, 最 后 , 取 1> s- 5 M = Y, Mx 在 从 Hs 到 Hs 的 连续 
算 子 空间 中 依 范 数 收敛 , E [MI < 常数 (Co + CD. 口 
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JXFÉR "Meyer 乘 子 ”的 一 个 典型 的 例子 是 对 于 某 个 a€ L” 取 ms = Spa( 根 据 
引 理 1.1.2, 这 里 6 = 0). 当然 , 在 此 情况 下 ，m， 的 谱 在 球 (6, || < C2?} 内 , 一般 情 
况 当然 并 非 如 此 ; 但 是 , 引 理 2.2 的 证 明 恰 恰 告诉 我 们 从 本 质 上 说 可 以 把 所 有 的 情形 
都 简化 到 上 述 情形 . 

我 们 也 提醒 读者 注意 习题 A.7, 当 M 是 一 个 5 阶 拟 微分 算 子 , 且 其 象征 m(z, £) = 
> mp(z)p(2-26) 不 满足 标准 估计 时 : 它 作为 Hs 到 Hs-5 就 不 是 如 此 显而易见 的 ， 
这 时 条 件 s > 5 就 变 得 至 为 关键 . 


TEM: 2.2 的 证 明 ”我 们 采用 的 方法 有 一 个 特别 的 名 字 , 叫做 “望远镜 级 数 法 ”, 首 
先 写 下 等 式 | 
F(u) = F(Sou) + F(Siu) — F(Sou) t --- -- F(Sy41u) — F(Spu) +- 
然后 定义 
F(Sy41u) — F(Syu) = Mmpup, Kf m, = Í F'(S,u + tup) dt. 
0 
a) gru c Ln L2, WEST EX] o, 0*(F(Squ)) e Lo n 2: 事实 上 
0" (F(Sou)) = 9 ? «F(? (Sou) (3% Sou) - (OY Su), 
其 中 y 是 重 指标 , 0 十 … 十 Yq = a, 1 < gq < |al, |y;| 2 1. 每 一 个 形 如 9"Syu 的 项 
都 在 L NL” 中 , H "Seul < ÆR. lulo, J*Sou|o < ÆR. lulo, 这 样 当 lal > 1 
时 我 们 就 证 明了 结论 . 当 jal 2 0 时 , |F(Sow)(z)| < ClSou(z)| (其 中 C 只 和 [ullo 有 
X), 于 是 [F(Sou)|o < CHX. |ulo. 
b) 现在 我 们 来 验证 m, 是 一 个 6 = 0 阶 的 “Meyer 乘 子 "， 其 实 只 要 考虑 
fh, = G(S,u). 和 a) 中 一 样 ,我 们 有 
0*G(Syu) = 》 +G (Spu) (3% Spu) - -- (3% Spu), 
且 根据 引 理 1.1.2,||67Spullo < 常数 . llullo2zm1. 这 样 


l9*G(S,u)|o < HZ- PUNIH +) = 常数 :2719 


其 中 常数 只 和 G, a 与 ullo 有 关 , 证 毕 . 口 

在 这 里 ,我 们 还 是 建议 读者 参阅 J.-M. Bony 的 工作 , 他 给 出 了 一 个 仿 线性 化 操 

TE, 可 以 让 性 质 2.2 变 得 显而易见 : Xt u € H5, 5» n/2, F(u) = Tp uu R(u), 其 中 

T Æ ILA.2.1 节 中 定义 的 仿 积 (参见 习题 A.5), 而 R(u) e H?s-"/? d H*. 换 句 话说 ， 

对 F(u) 的 估计 是 “对 u 线性 的 ”, 因为 在 差 一 个 余 项 的 意义 下 Flu) 就 是 Tp uu. 9 
ORRE: 关于 仿 微 分 算 子 的 有 关 结 论 可 以 参阅 中 文 文献 [CLQ]. 
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I.B 微 局 部 分 析 : 波 前 集 与 拟 微 分 算 子 


II.B.1 分 布 的 波 前 集 
ILB.1.1 波 前 集 的 定义 
函数 ve Cg? (R^) 的 Fourier 变换 à(£) 对 于 € 是 速 降 的 ,也 就 是 说 : 
vk, |à(£)| < Cr(1 + |E)". (1.1.1) 
反之 , ENM u € E'(R") 的 Fourier 变换 满足 (1.1.1), 则 根据 Fourier 逆 变 换 公 
X, u € Cg (R7). 


定义 1.1.4. u € E'(R"), 我 们 定义 一 个 集合 Lu) C R^ V (0) 如 下 : 它 的 补 
集 是 R" \ {0} 中 所 有 具有 一 个 (Æ) 邻 域 使 得 o 在 其 中 满足 (1.1.1) 的 方向 & 全 
体 . Brig "JE", 是 指 一 个 满足 : 


£cT,A»0-3£cr 


的 集合 TI. 正如 sing suppu = C(z, u Æ x Æ C^» 的 } d& u 的 “性 质 较 差 的 点 ”的 
集合 一 样 ,2(w) Æ u 的 “性 质 较 差 的 谱 方向 ”( 或 者 说 u 的 “性 质 较 差 的 频率 ”) 的 集 
yas 

我 们 用 下 述 引 理 把 这 两 部 分 信息 整合 在 波 前 集 W F(u) 这 个 概念 之 中 . 

引 理 1.1.1 Æ poeCy(R") H u€ E'R”), M (ou) C E(u). 

证 明 我 们 有 AlE) = (27)7" f é(n)à(£ — n) dn. 因为 ue E'(R"), 所 以 存在 某 
个 M 使 得 Jà(£)| < C(1 +E; 而 在 另 一 方面 2 满足 (1.1.1). 取 £o € X(u): Æ & 
的 一 个 锥 状 邻 域 工 中 , à WE (1.1.1); 我 们 将 上 述 积分 分 成 Jelel 和 fae 两 部 
分 , 使 得 对 于 £o 的 一 个 邻 域 Pi 中 的 任意 €, 在 第 一 个 积分 中 我 们 有 & 一 mn eT 工 ( 当 
我 们 把 0 < c < 1 取得 足够 小 的 时 候 这 是 可 以 做 到 的 ). 我 们 有 


| 


因为 由 In| < clé| 可 以 推导 出 E-n 2 (1— co)|t|， 在 男 一 方面 ,因为 |£ 一 n| < 
(2 十 1)nl, 所 以 


ds 


< ex(1- [ENTE — o)" lpr, 


«c fena ap* a +e- n coe 


. (1+ (1 - 1/)]n4 : 
« c flea «np CORTE a RE 
C(1 4 1/c)M 


< DEERE EN f leet + np*** as. 
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于 是 估计 
L+ LED < 依赖 于 的 常数 . f IAMIC + |o ** an (1.1.2) 
就 证 明了 引 理 ,并 同时 精确 给 出 与 o 的 关联 . D 


这 样 , 对 于 了 R"” 上 的 一 个 开 集 X 和 vu € D(X), 我 们 可 以 称 Erlu) = ( |X(ew) 


e 
AJ u Er 上 的 性 质 较 差 的 谱 方向 的 集合 , 其 中 o 取 遍 集合 (o € CP (X), ple) 20) 
的 所 有 元 素 . 


定义 1.1.2 设 X 是 了 "中 开 集 ,ve D'(X). 
WF(u) = ((z, €) € X x (R” \ {0}), € € Z«(u)) 
EXT X x (R^ V {0}) 的 一 个 锥 形 子 集 , 称 作 u 的 波 前 集 . 


下 述 性 质 表明 , W F(u) Æ u TE sing suppu 的 性 质 较 差 的 谱 方 向 的 集合 : 这 就 是 
BLL 节 中 我 们 提 到 过 的 综合 过 程 . 


性 质 1.1.2 WF(w) Æ X EREE sing suppu. 


证 明 事实 上 , Zi zo d sing supp u, JU EHE X. Erlu) = 2. 反之 ， 设 对 于 某 个 
£o, Esou) = Ø: 那么 对 于 任意 方向 上 e S"-!, 存在 pe € Cge(X)，ope(zo) £ 0, 使 
得 Zez TE E 的 一 个 锥 形 邻 域 大 上 是 速 降 的 . 由 S"-1! 的 紧 性 , 我 们 可 以 得 到 有 限 
个 函数 pi(z) = pts(z)， 满 足 对 于 任意 的 密友 n X(o;u) = e: 引 理 1.1.1 于 是 推出 


X (1 a) "| =ø, Bp (II a) u € CF, BIS zo d sing supp v. [] 
ILB.1.2 fj. Fourier 分 布 的 情形 
例 1.2.1 考虑 原点 处 的 Dirac 质量 5. 对 任意 满足 p(0) #0 的 pe Cg, 我 
们 有 


26(6) = (6, pe sé) = p(0), H 2(p5) = R” \ (0). 


例 1.2.2 iX 
=i Tı < 0, 
u = 
+1, Tı 2 0. 


du) = — f L6 Ser) da + J e" o(z) da. 


x 120 


我 们 有 
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在 一 个 满足 Eo 7-0 的 方向 Eo = ((é0)1, £0) 附近 , 当 |6| 一 +co 时 ， 上 述 两 个 积 
分 都 是 速 降 的 , 这 是 因为 


[o [ime mets ns 


其 中 2 是 对 e 作 的 局 部 Fourier 变换 . 这 样 ,， WF(u) C ((z, £), zl -0H €' = 0). 

不 仅 如 此 ， 如 果 某 一 个 满足 {z1 = 0) 的 法 方向 不 在 W F(u) 中 , 那么 所 有 其 他 
这 样 的 法 方向 也 将 不 在 其 中 , 理由 是 u 是 实 的 且 对 于 r 的 平移 不 变 ,于 是 u 就 会 是 
C^? 的 . 这 样 W F(u) — ((0, E &, 0), & z 0j. 

下 述 定理 描述 了 一 类 很 重要 的 分 布 . 

定理 1.2 设 y(x, €) 是 拓 的 1 次 齐 次 实 函数 , 且 对 于 上 关 0 是 Cos 的 . 设 
a € S" 当 |z| 2 C 时 为 0. 车 在 suppa 上 de 头 0， 则 我 们 可 以 定义 (振荡 积分 ) 
u = fe ip(z, 'é)a(z, £) d£ H WEF(u) C {(z, n), n = ei, £), pe = Fa 0}, (x, £) € BE C 
R” x RR" 为 任 一 满足 supp a c FI EJEJTAE.O 

定义 的 合理 性 是 第 I 章 附 录 中 定理 1 的 简单 推论 (参见 第 I AIA 4.6), 而 关 
于 波 前 集 的 控制 则 可 由 定义 出 发 利用 一 个 非 驻 相 定理 (习题 B.9) 得 到 . 
ILB.2 ”线性 算 子 和 波 前 集 

ILB.2.4 一 个 一 般 性 定理 

在 这 里 我 们 承认 下 述 定理 , 其 初等 证 明 只 用 到 波 前 集 的 定义 (参见 [H4). 

定理 2.1 设 X, Y 分 别 是 R^, R” 中 的 开 集 , M K € D'(X x Y). 设 WF(K) 
不 包含 任何 和 R” 或 R” 平行 的 方向 (也 就 是 说 (zx, y, &, n) eWF(K) #0, H 
7 0). 由 公式 Ku(z) = f K(x, yjuly) dy 的 算 子 K 可 以 推广 到 EY) 上 (我 们 在 
这 里 考虑 分 布 意 义 下 的 积分 ), H 

WF(Ku) CWF'(K)oWF(u), (2.1.1) 


其 中 : 
WF'(K) = {(z, y, € n), (x, y, € —n) € WF(K)}. 


这 里 ， 
WF'(K)oWF(w) = ((z, £), 3(y, n) € WF(u), (z, y, €, n) eWF'(K)). 


换 句 话说 , WF'(K) 描述 了 WF(w) 在 K 的 作用 下 的 位 移 . 我 们 特别 提醒 读者 
(2.1.1) 只 是 一 个 包含 关系 . 下 面 我 们 给 出 该 定理 的 若干 应 用 . 


ORRE: 将 用 在 下 文 性 质 2.2.2 的 证 明 中 . 
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例 2.1.1 Xf u € CFY(R"+1), 考 虑 算 子 Tu(z) = u(x, 0)( 可 以 叫做 必 在 上 =0 
上 的 迹 ”), 其 中 (zx, t) € R” xR. 因为 ulz, 0) = z- : JE 2(z, r) dr (C? 表示 对 于 t 的 
部 分 Fourier 变换 ), 我 们 有 


Tu(z) = (27)-" f e" *Tw(£) d£ 
ei*6 (E , T) dé dT 


Qn" f 
= (2r) "1 f el-u) e-tTu(y, t) dy dt dé dr. 


因此 算 子 T IZRA K(x, y, t) (这 里 我 们 取 X = R^, Y = R**1) 是 Fourier 
分 布 : 
.K(x, y, t) = (27) ^! [ee dé dr, 


其 相位 为 
$(z, y, t, €, T) = (z > 2)E 一 tT. 


我 们 知道 , (根据 定理 1.2), W F(K) C ((z, x, 0, £, 一 &, —7)). 这 样 , WF(K) 不 包 
含 任何 平行 于 R? 的 方向 , 但 它 包含 了 和 RY 平行 的 方向 (6, —6, —7) = (0, 0, —7); 
为 了 可 以 应 用 " 1.1), 我 们 承认 (习题 B. D 只 需要 假设 垂直 方向 (0, -7) PE u BS 
波 前 集中 就 够 了 . 我 们 得 到 


W F(Tu) C ((z, £), Ir, (z, 0, €, 7) € WF(u)). 


如 果 要 以 一 种 更 加 直观 的 方式 理解 这 种 关系 , 我 们 可 以 观察 到 如 下 事实 : 
i) {t = 0} 之 外 的 v 的 那些 奇 点 显然 对 于 Tu 没有 任何 作用 . 
ii) * x(Dz) 是 一 个 “ 切 向 的 ” 算 子 ， 我 们 有 x(Dz)Tu = Tx(Dz)u. 


对 某 个 (zo, £o) 和 任意 的 r，(zo, 0, ĉo, T) € WF(u), X} P = (Dz, Dx(Dz)o 
我 们 有 Puce Co, 其 中 pe C8e 是 一 个 ( 支 集 ) 接近 (xo, 0) 的 截断 函数 ,而 x RI X 
是 0 阶 和 象征 , 且 x 的 支 集 在 zo 的 一 个 锥 形 邻 域内 ,又 在 (0, 土 1) 的 一 个 锥 形 邻 域内 
为 0. 考虑 到 垂直 向 量 不 在 W F(u) P, Xpu = ou 十 C9, 我 们 有 


x(Dz)T pu = x(Dz)9p(z, 0)T'u € C”, 
这 就 意味 着 (zo, £0) £ W F(T'u). 


例 2.1.2 3X —0,- Y, alz, t)0,, 是 及 "+ E Co 实 向 量 场 . 考虑 Cauchy 
问题 : 


Xu = 0, uli=0 = uo, 
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并 对 充分 小 的 了 > 0 定义 Kuo = u(z, T). 以 z(t, zo) 记 R” 上 微分 方程 : 


dz; 
FID 1<i<n, 


z(0) = zo 


的 解 . 曲线 t (x(t, zo), t) 就 是 向 量 场 X 以 (mo, 0) 为 起 点 的 积分 曲线 ; 因为 任意 
fi u 在 这 些 曲 线 上 都 是 常数 ，u(z(t, £o), t) = wo(zo)， 这 就 完全 描述 了 我 们 考虑 的 
Cauchy 问题 的 唯一 解 w( 因 为 (ao, t) > (z(t, xo), t) 是 一 个 局 部 微分 同 胚 )，wo 的 任 
何 一 个 奇 点 mo 都 “反映 ”在 函数 % 沿 着 X 的 从 zo 出 发 的 积分 曲线 上 的 一 个 奇 点 
上 ,或 者 Kuo 在 z(T, xo) 的 奇 点 (因为 u Æ z(T, zo) 的 迹 是 C^» B5, 根据 前 面 的 推 
H u FHE (z(T, xo), T) 附近 也 是 Co» 的 ). 这 样 算 子 K 的 作用 将 u 的 奇异 支 集 
沿 着 X 的 流 的 方向 移动 . 

现在 我 们 以 更 精细 的 方式 来 考察 波 前 集 . 

我 们 有 Kuwo(z) = uo(^ (z)) (其 中 &(zo) = z(T, zo)), 它 也 可 以 写成 


Kuo = (21)7* f ei(® (sr)-y)éu0(y) dy d£. 
这 样 核 函数 K 就 是 Fourier 分 布 : 
K(z, y) = (27)-" f oi(® E)E ge. 
由 定理 1.2, 我 们 得 到 (以 * A 记 4 的 转 置 ) 
WF(K) C ((z, 9^ (z), ‘(B® ) (2)é, -£)- 
这 样 利用 (2.1.1), 
WF(Kuo) C (((y), €), € = '9^ (yn, (y, n) € WF(uo)). 


我 们 可 以 通过 下 述 方法 把 更 诱导 的 映射 (y, m) 一 (v, £) 形象 地 表达 出 来 : 若 5 是 一 
个 过 y 点 的 曲面 , 且 在 该 点 以 m 为 法 向 量 , 则 (s) 是 一 个 过 z 的 曲面 且 在 该 点 以 & 
为 法 向 量 . 与 此 同时 , 这 个 解释 可 以 让 我 们 已 经 得 到 的 关于 W F(Kuo) 的 结果 显得 更 
加 “直观 * (利用 例 1.2.2 中 的 方法 ). 这 样 X 的 流 诱导 了 一 个 映射 (y, n)  (z, €), HT 
以 用 来 描述 波 前 集 在 算 子 K 作用 下 的 位 移 . 


例 2.1.3 我们 来 考虑 波动 方程 
Ou = (8? — A;ju-0, u(z,0)=0, u(x, 0) = uo (2.1.2) 


的 Cauchy 问题 的 解 ,其 中 A, = 8? +- +02 是 Laplace 算 子 . 
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利用 关于 z 的 部 分 Fourier 变换 (这 里 我 们 稍 许 滥 用 一 下 记号 )， 很 容易 计算 u; 
事实 上 
07ü e lel? à(£, t) md 0, à(£, 0) == 0, O,ü(£, 0) = Qo, 


这 样 
à(&, t) = A(£) e"! + p(g) e's], 
其 中 
最 后 得 到 
1 i(Z 一 it i(r— —i 1 
ulz, t) = AO WE i(z—y)&Hi MCI ) yat - fe y)6 MEO avag}. 


我 们 现在 假设 u 是 所 考虑 问题 的 唯一 解 ， 且 在 上 述 积分 中 将 1/|é| 替换 成 (1 — 
x(&))/I£| (x € CFP(R"), 在 0 点 附近 x = 1) 定义 了 一 个 新 的 函数 去 它 和 Y 的 差 是 
一 个 ceo 函数 . 

我 们 注意 到 à = (K+ 十 长 _)wo， 其 中 算 子 Ka 的 核 函数 Kı 是 Fourier 分 布 


1 fe i(z— -yxise 1 — X(5) 4 dé. 


KaL 
*' i27)" 四 


由 定理 1.2, 我 们 有 
mrt m 
WP(Ks) € { (e, t, v, € ll D e-ytré o}, 
x 
WF(K.uo) C (e t, €, &|£]), (y, €) € WF (uo), 其 中 y = 2 ine. 


从 几何 上 说 , 我 们 可 以 作 从 y 出 发 的 “ 光 锥 >: Ty = {t = |z 一 yj?}: uo 的 奇 点 (y, £) 
“反映 ”在 Kiu 的 奇 点 中 , 而 后 者 的 奇 点 集合 是 在 锥 D, 的 母线 的 每 一 点 上 都 只 有 
与 母线 垂直 的 方向 (6, +E). 

TE n = 1 的 特殊 情形 , O = (8 + 6,)(8: ô), 这样 任 意 形 如 w = e(z + t) 
((ày — 0.)u = 0 的 一 个 解 ) xk u = U(x — t) (0 + 62)u = 0 的 一 个 解 ) 的 函数 都 是 
Du = 0 的 解 . 从 而 (2.1.2) 的 解 就 是 u = P(x + t) — &(z — t) (其 中 29'(z) = uo(z)), 
或 u(x, t) = 1/2 (77 uo(s) ds. 就 像 在 例 2.1.2 中 一 样 ，wo 的 奇 点 “反映 ”在 u 的 两 
个 (因为 我 们 有 两 个 向 量 场 X) 奇 点 之 中 ; 在 波 前 集 的 水 平 上 我 们 可 以 把 这 个 分 析 做 
得 更 精细 化 . 

n 2 2 的 情形 和 n = 1 的 情形 的 本 质 区 别 是 u 的 奇异 支 集 将 依赖 于 wo 的 
波 前 集 而 不 仅仅 是 它 的 奇异 支 集 ， 比 方 说 ， 如果 wo 在 0 点 以 外 是 Cee BU, 我 们 
知道 sing suppu C To; 但 是 要 想 知道 哪些 母线 构成 了 sing supp u， 我 们 必须 知道 
W F(uo) 在 0 点 处 包含 了 哪些 方向 . 我 们 通过 这 个 例子 就 可 以 看 到 引进 波 前 集 并 不 
仅仅 是 对 奇异 支 集 的 分 析 作 简 单 的 精细 化 , 而 是 一 件 非 做 不 可 的 事情 . 
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ILB.2.2 ” 拟 微分 算 子 和 波 前 集 

一 般 性 定理 2.1 在 拟 微分 算 子 上 的 应 用 是 非常 有 意思 的 . 

性 质 2.2.1 dt A 是 一 个 具有 核 油 数 IC 的 拟 微 分 算 子 . 则 WF(K) C (o, x, €, 
—é), € # 0}. 

证 明 事实 上 K(z, y) = J ei(z-W)ta(z, £) dé 是 一 个 Fourier 分 布 ,这 样 由 定理 
1.2 就 可 以 得 到 结论 . 口 

推论 2.2.1 JL 4 是 一 个 拟 微分 算 子 . 对 任意 u € S'(R"), WF(Au) C WF(u). 


证 明 puc E'(R?), 则 由 于 WF'(K) C ((z, x, €, )), 根据 定理 2.1 和 性 质 
2.2.1 即 可 得 到 结论 . Æ u € S'(R") 而 (zo, £o) € W.F(u), 则 对 于 在 zo 附近 取 值 为 
1 的 函数 x € CY 我 们 有 (xo, &0) € W F(xu). 所 以 (zo, £o) € WF(Axu) 且 对 于 在 
zo 附近 取 值 为 1 的 函数 x € Cg? 我 们 有 (xo, £o) € W F(XAxu); 然而 对 于 在 supp x 
的 一 个 邻 域内 取 值 为 1 的 函数 x 我 们 有 X4xu = xAu +0”; 因此 对 于 这 样 的 x 和 
X; (zo, &)) € WF(xAu), 由 此 推出 (zo, 60) € WF(Au). 口 

推论 2.2.1 中 描述 的 性 质 被 称 为 “ 拟 局 部 性 质 ”: 它 意味 着 一 个 拟 微 分 算 子 的 作 
用 不 会 移动 波 前 集 (参考 例 2.1.2 MA 2.1.3), 但 是 有 可 能 把 它 减 小 : 例如 , ARTT e 的 
光滑 性 多 么 差 ,我 们 都 有 8,®(z) = 0. 

我 们 将 给 出 这 一 作用 的 更 精确 的 描述 . 


性 质 2.2.2 WT Æ R xR” 中 一 个 锥 形 开 集 , 而 a € S" 在 TIT 中 是 s-9 的 
(也 就 是 说 对 于 任意 的 (zo, &) e T, 存在 使 得 刻画 S-% 的 估计 式 成 立 的 (zo, £o) 的 
EBR). 那么 ,对 于 ve E'(R") 和 A = Opla), RITA WrF(Au)nT =Ø. 

证 明 设 (ro, £o) € T Mi q(z, £) € S? TE (zo, £o) 附近 取 值 为 1, 且 aq € 87°; 
算 子 A = Oplag) 具有 Co» 核 函 数 ， 而 根据 定理 1.2, 算 子 A» = Op(a(1— q)) 的 
核 函 数 在 (xo, xo, £o, —£o) 附近 是 C% 的 . 这 样 由 定理 2.1, (zo, &0) € WF(Aau), H 
Au = 42 - C??, WEH. 口 


换 句 话说 , SLT 4 的 作用 是 在 它 的 象征 为 -oo 阶 的 地 方 破坏 波 前 集 . 
反之 ,我 们 有 下 述 推论 . 


推论 2.2.20 di a € S", TE (xo, £o) 附近 Au € C5, HE (zo, &0) 的 一 个 锥 形 
邻 域内 当 |El 2 C 时 la(z, £)| 2 cj£|^, Jl] (xo, &)) € W F(u). 

证 明 由 定义 , 存在 ?ee S-m 使 得 在 (zo, 60) 的 一 个 邻 域内 有 ab—16€ S-1. 如 
同 在 1.5.4 节 中 一 样 , 我 们 知道 存在 be S^ 使 得 在 (xo,é&0) 附近 b#a — 1€ S-. 
因为 w= BAu - (BA — id)u, 由 性 质 2.2.2 和 拟 局 部 性 质 即 可 得 证 . 口 

也 就 是 说 , 在 A 的 象征 的 非特 征 点 ( 即 满足 推论 2.2.2 的 那些 点 ) E, 波 前 集 在 
4 的 作用 下 不 变 . 
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推论 2.2.2 可 以 用 作 波 前 集 的 一 个 刻画 : W F(u) = Nchar(4), 其 中 4 是 所 有 使 
得 Au c C^? 的 恰当 支撑 算 子 , char(4) 是 A 的 象征 的 特征 点 的 集合 . 得 到 推论 2.2.2 
的 一 个 只 用 到 波 前 集 原始 定义 的 直接 证 明 是 有 益 的 . 这 里 我 们 对 R" 中 开 集 X 上 的 
微分 算 子 P(x, D) 给 出 这 样 一 个 证 明 : 设 ve D'(X); 我 们 假设 pm(zo, £o) # 0, H 
(zo, £o) ¢ WF(Pu). 

为 了 证 明 (zo, £0) € WF(w), 我 们 考虑 Falt), BI (u, pe~s): 证 明 的 思路 是 把 
qe 1*5 写成 t P(ye-175) 的 形式 ,这 样 根据 对 Pu 做 的 约定 


(u, e 795) = (u, * P(e-i*5)) = (Pu, yerize) 
就 会 具有 合适 的 递 降 速 度 . RINE Q = +P (相应 的 qm = (71) p.) 并 注意 到 
ei Q (spe 97€) = qm(T, €)v 十 Qm-1% Tec Qov, 


其 中 Q;u 是 左边 的 项 的 (对 于 6); 次 齐 次 部 分 ,这 是 一 个 多 项 式 , 其 系数 为 在 一 
些 m -7 阶 微分 算 子 作用 下 的 像 . 
为 了 对 (zo, £o) 附近 的 (x, €) 计算 qu (m, 6 十 … + Qov = pp, 我 们 可 以 考虑 


= YN = pe E) +- -+an(z, £)), 


dml 
其 中 aj(z, £) 对 于 上 是 -j 次 齐 次 的 ， 且 由 下 述 关 系 式 所 决定 : 


ai 十 Qm-1i(9/dm) = 0, 
Q2 十 Qm-1(01/qdm) 十 Qm-2(9/qm) = 0, 等 等 


于 是 , iQ) = +rw+l, 其 中 rw+l 是 一 个 8 的 一 N 一 1 阶 象征 , supprw+i C 
Supp q. 

那么 对 于 (Pu, %wer-izs) 我 们 可 以 得 到 什么 结论 呢 ? 我 们 知道 , 对 于 某 个 在 zo 
附近 取 值 为 1 的 函数 x € C¥Y， 和 某 个 6o d X(xPu), 可 以 取 supp D supp yn 充分 
小 使 得 在 supp y 的 一 个 邻 域 上 x = 1, 我 们 能 够 得 到 (Pu, ye-i75) = (y xPu)(6), 
所 以 根据 (1.1.2), 


(H ED PLO < (1+ ENFIN UICE) + Ce J In (n, ON + I * an. 


对 于 充分 大 的 N, 第 二 项 对 于 上 是 有 界 的 , 证 毕 . 口 


性 质 2.2.2 的 重要 性 还 表现 在 : 如 果 我 们 在 一 点 (xo, £o) 的 邻 域 里 研究 方程 Pu = 
f, 那么 只 需要 考察 P 的 象征 p 在 (ro, 如) 的 邻 域 里 的 性 态 . 这 样 我 们 就 可 以 利用 
各 种 在 局 部 研究 函数 的 工具 来 了 解 p 的 结构 并 由 此 得 到 P 的 性 质 . 
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II.C 能 量 估计 


这 里 我 们 将 看 到 ,对 于 寻找 和 控制 一 大 类 算 子 和 微分 系统 的 解 , 我 们 只 需要 研究 
一 阶 数 值 拟 微分 算 子 就 可 以 了 (可 以 参考 例 2.1.3 的 讨论 ). 


II.C.1 一 阶 算 子 
我 们 将 考虑 RUM 上 的 方程 
Luz oe e a(t z,D)-f, 0<t<T, 
u(0, z) = v, (1.1) 
其 中 


i) a(x, £) = a(t, x, €) XIF 0 < t < T 都 包含 在 S! 的 一 个 有 界 集中 . 

ii) t — a 作为 取 值 在 Ce 中 的 映射 是 连续 的 . 

iii) a 的 主 象征 al (t, x, €) 是 纯 虚 的 . 

我 们 需要 强调 ,a 作为 算 子 在 u(t, ) 上 的 作用 a(t, z, Du 只 是 对 于 变量 r 做 的 
( 算 子 被 称 为 “ 切 向 的 ”). 

这 样 的 算 子 L 的 原型 是 一 个 实 向 量 场 人 X= 十 学 4;0;, Kr a-i| >》 at 
满足 D, i) 和 oui). 简单 地 把 a 的 条 件 放宽 到 拟 微 分 算 子 类 而 不 引进 更 多 的 技术 困 
难 ,可 以 让 我 们 有 能 力 处 理 很 多 应 用 问题 . 

II.C.1.1 ”能量 估计 

性 质 1.1 ZGiscemRWAecR, à> 入。， 则 对 于 任意 的 u e C1([0, T; H) n 
C? ([0, T]; Hs+1), 我 们 有 不 等 式 

sup e "*|u(t, :)|s < |u(0, Jls + 7 e™™t|Lu(t, -)|, dt. (1.1.1) 
tc[0, T] 0 
证 明 a) 首先 假设 s—0. 我 们 有 


Q d " a 
TE es J e ?*u(t, zü(t, z) dz 
= —2Me— Nul(t, .) + 2 Re (e^ ?*u,, u); 
另 一 方面 
(e^? Mau, u) = (e PM, a*u) = (etu, (—a T bju), 


其 中 由 ii) 和 第 工 章 定理 3.2.3, 我 们 知道 b= b(t, z, D) € S9, 因此 


2Re (e™?™tau, u) = (e ?*u, bu). 
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所 以 
2Re (e? Lu, u)z eu 人 .)|3 十 (2 和 一 B)le Nult, Jig, 
其 中 对 于 0 < t < T, RITS B2 br. 对 入 > B/2, 由 0 到 了 做 积分 , 我 们 得 到 
T 
M? < |u(0, )]8 -- 2MI, 其 中 M = sup e% u(t, Jlo, I -f e "Lut, -)|o dt, 这 
te[o, T] 0 
样 最 后 得 到 
M < lu(0, -)|o 十 2I. 

b) 对 s ER, RITE E, = (1 |D;[2)*2: 函数 Esu WEDE LEsu = E;Lu, $ 
中 工 = ô +ã, à= EaP, 注意 到 à 4 a 一 样 满足 性 质 1), i) 和 ii). 于 是 a) 中 
的 估计 就 给 出 了 (1.1.1). 口 

这 个 简单 证 明 的 好 处 在 于 它 可 以 推广 到 一 阶 算 子 组 (也 就 是 说 当 a 是 一 个 WxN 
和 矩阵 ) 的 情形 , 这 时 我 们 将 假设 ii) 替换 成 

iii) 矩阵 iai(t, z, £) 是 实 对 称 (或 Hermite) 的 . (可 以 参考 习题 C.7). 

这 样 的 微分 方程 组 被 称 为 “对 称 双 曲 ” 的 ,在 物理 中 有 非常 重要 的 应 用 (参见 
II.B.1 节 的 内 容 ). 

ILC.1.2 解 的 存在 性 

在 偏 微分 方程 领域 经 常 发 生 的 情况 是 ,一 个 算 子 的 解 ( 即 其 核 的 非 零 元 素 ) 的 存 
EHE, 是 关于 这 个 算 子 的 一 些 不 等 式 的 推论 . 

本 小 节 中 我 们 将 考虑 一 个 非常 典型 的 情况 . 

性 质 1.2 设 对 于 所 有 的 ss R, fe Li([0, T; Hs) E o c H5, 则 Cauchy 问题 
(1.1) 具有 唯一 解 u c C([0, T]; H°), 且 该 解 满足 能 量 估计 (1.1.1). 

WEBB a) 我 们 先 来 验证 唯一 性 . 4; f = 0, p = 0, 方 程 Lu = 0 推导 出 we 
CT([0, T]; Hs-!), 我 们 能 够 应 用 不 等 式 (1.1.1)( 把 s 换 成 s — 1), AIE u= 0. 

b) 从 一 个 不 等 式 出 发 证 明 一 个 存在 性 定理 的 过 程 通常 要 用 到 “对 偶 方 法 ”: 我 
们 证 明 某 个 空间 上 的 一 个 线性 形式 是 连续 的 (在 这 一 步 我 们 用 到 不 等 式 ), 然 后 我 们 
用 一 个 具体 的 函数 来 把 这 个 形式 写 出 来 , 这 个 函数 就 给 出 了 一 个 解 . 

为 前 明 下 面 的 推理 ， 我 们 首先 注意 到 若 u 是 (1.1) 的 一 个 解 ， 则 对 于 任意 的 
vECOF({t<T}), 有 ' 


T T 
f (u, L*v)dt = f (Lu, v) dt + (v, v(0, -)), 
0 0 


其 中 L* = -8, +a*(t, z, D). 
JURE TS EHRE 


T 
ES f (f, v) dt + (e, v(0, -)) = v(L^v). 
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它 在 L ([0, T; H7*) 的 子 空间 E = L*(Cge((t <TH) 上 是 有 定义 的 ,因为 L* 满足 
估计 (1.1.1) 


T 
0 ee ji IL*v(t, |s dt. 
tc[o, T] 0 


线性 映射 v 是 连续 的 ， 因 为 根据 上 面 的 估计 
T T 
Io (L*v)| < 常数 . CI ut: Ja) f |L*v(t, -)|-s dt. 


Hahn-Banach 定理 让 我 们 有 可 能 把 v 延 拓 成 一 个 (L! ([0, TH) 上 的 ) 连续 
线性 映射 多 我 们 可 以 用 一 个 函数 ve Zee([0, T]; H°) (ZL1([0, T]; H 79) 的 对 偶 ) 来 表 
示 d: VE*o) = fo (u, L*v) dt, 这样 对 于 任意 的 ve Cge(ft <TH, RIRE 


T T 
f ra= [ i odt Go vo. 2). (1.2) 
0 0 


余下 的 部 分 主要 是 巧妙 地 应 用 (1.2.1). 

c) 首先 ， 如 果 我 们 取 ve CY({0 < t <TH (也 就 是 说 v E t= 0 附近 也 为 
0), 那么 (1.2.1) 和 L* 的 定义 可 以 推出 在 D'((0 <t <TH 的 意义 下 Lu = f. 如 
果 f 在 s 中 取 值 是 连 续 ,， 我 们 利用 方程 就 可 以 得 到 se e Lo (0, T] H), 这样 
u € C([0, T]; H*-1) B. (再 次 利用 方程 可 以 得 到 ) u e C1([0, T]; H*7?). 

但 是 这 样 一 来 ,对 于 % 我 们 可 以 用 分 部 积分 计算 [o (u, L*v) dt, 由 (1.2.1) 就 可 
以 得 到 对 于 任意 的 ve Cg (t « T),78 (u(0, ), «(0, )) = (v, v(0, )), BB u(0, ) = g. 

在 证 明 的 这 一 步 , 我 们 对 S 中 的 (f, v) 得 到 了 (1.1) 的 一 个 解 u, E. u 的 光滑 
性 使 我 们 可 以 对 它 应 用 (1.1.1). 

d) 现在 我 们 来 做 逼近 , 要 点 在 于 (1.1.1) 中 先 验 要 求 的 v 的 光滑 性 只 出 现在 不 等 
式 的 各 项 中 (也 就 是 说 和 系数 没有 关系 ); 因此 在 求 极限 以 后 就 自然 消失 了 . 

对 于 如 上 所 述 的 f, p, 我 们 选择 


T 
fee S, pr eS, 其 中 IE- AE Jdt > 0, le - pels 0. 
把 fe, pe WA” PEE H5? 中 的 函数 ，c) 给 出 了 (1.1) 的 一 个 解 w € C1 ([0, TT; 
H°) N Ca([0, T]; H**). 
对 wx 一 应 用 能 量 估 计 (1.1.1) 可 知 , wx 是 C([0, T]; H5) 中 一 个 Cauchy 序列 ， 


它 的 极限 u € C([0, T]; H*) 就 是 我 们 要 找 的 解 . 不 仅 如 此 , 把 对 wx 的 能 量 估计 求 极 
限 ,我 们 就 得 到 对 v 的 估计 . 口 


对 于 前 面 提 到 过 的 一 阶 对 称 组 的 情形 ,我们 有 完全 类 似 的 证 明 . 
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II.C.1.3” 奇 性 的 传播 

作为 展示 拟 微 分 算 子 方法 的 一 个 例子 , 我 们 对 于 f = 0 的 情形 来 求 (1.1) 的 一 
个 解 ult, -) 的 奇 点 (可 以 与 例 B.2.1.2 中 关于 实 向 量 场 的 情形 作 比 较 ). 

证 明 的 思路 如 下 : Æ Q = Q(t, z, D) 和 工交 换 , N Qu 满足 


如 果 我 们 还 有 Q(0, z, D)p € C, 那么 性 质 1.2 说 明 对 于 任意 的 t，Q(t, z, D)u € 
C”, 所 以 根据 推论 B.2.2.2, 


WF(u(t, ) C ((z, €), a(t, z, €) = 0). 
a) 实际 上 ,Q 只 会 和 LAHM 3e, 我 们 这 就 来 给 出 这 一 点 的 精确 意义 . 
我 们 寻求 g ~ 5 gq; (a; 是 -j 次 齐 次 的 ), RINE a Ya; (oj 是 1 一 j 次 齐 


j20 j20 
次 的 ). 
( 切 向 ) 交换 子 [D, Q] 的 主 象征 等 于 Biqo+ifao, qo), 而 -i 阶 项 的 象征 为 0,9; 十 
llao, qj] t rj, 其 中 m 是 g, … , g- 的 一 个 (能 够 显 式 写 出 来 的 ) 函数 . 
这 样 我 们 就 要 一 步 步 地 解 微 分 方程 


ð 1 2 
E d 1 Haogo = 0, qo(0, T, £) mz do(z, £) (1.3.1) 
ðq; 1 5 
E *iHaq +r; =0, gi(0, x, €) = (7, €). (1.3.2) 
以 (z, £) = xely, n) 来 记 方程 组 
dz  10ao dé  — 10ao 


di i0p s Mor o ape 0) — v. e em 


的 解 . 易 见 对 于 0 < t < Tx, 是 存在 且 可 逆 的 (x RI € 分 别 是 对 于 ”的 0 次 和 1 次 
齐 次 函数 ). 这 样 (1.3.1) 的 解 就 是 qo(t, z, £) = doG (zx, £) (参考 I.B.2.1 15), 而 
(1.3.2) 的 解 可 以 通过 “常数 变易 法 ”得 到 . 

如 果 我 们 取 9 ~ Eg, 可 以 得 到 q(0, z, €) ~ å 和 [L, Q] = R(t, z, D), 其 中 
r(t, z, €) 是 取 值 在 5-% 中 的 上 的 连续 函数 . 

b) 现在 假设 (zo, 6o) € WF(e) 那么 存在 q(z,£), 满足 ilzo, £o) 二 0 和 
G(x, D)p € CL. 对 于 (1.1) 的 解 u 和 任意 的 s, RITA 


LQu c C([0, T]; H°), 
Qu|i-o € Cj 


(Q 对 应 于 a) 中 构造 的 q). 
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这 样 , 对 于 任意 的 t, RITE Xe(zo, £o) € W Fu(t, -). 因为 我 们 可 以 逆转 时 间 箭 
头 ,最 终 我 们 得 到 下 述 性 质 : 


性 质 1.3 # u Æ (11) 的 一 个 解 ,其 中 f = 0 eel Jm, W ue cdo, T]; 
U, H°), HXEF 0 <t <T, WF(u(t, )) = Xe(WF(p)), 其 中 xs 由 下 述 微分 方程 组 所 
定义 


dz E 1 ðaı d£ u 1 ðaı 
udi igh u ia 59 


z(0)—y, £&(0-—m. (z, £) = xi(y, n). 

这 一 结果 可 以 在 好 几 个 方向 上 得 到 推广 : 

i) 当 我 们 固定 二 时 ， 容 易 验证 x 是 典 则 的 ( 即 它 保 持 2- 形式 o 不 变 , 参考 第 
L7.2.1 节 ). 

ii) 算 子 K : p 一 ul(to, -) 是 一 个 “和 典 则 变换 x, 相关 联 的 椭圆 Fourier 积分 算 
T^. 上 面 讨 论 的 例子 在 历史 上 是 这 一 理论 的 出 发 点 (参见 [H2, H4, H5]). 

另 一 方面 , 我 们 可 以 从 性 质 1.3 推导 出 Hórmander 的 奇 性 传播 定理 ， 陈述 如 下 
(具体 过 程 参见 习题 C.3): 


ik P EJ X C 了"” 上 m 阶 恰 当 支 撑 拟 微分 算 子 ,其 主 象征 为 pm. X uc 
D'(X) 满足 Pu € C”(X), Y WF(u) 是 由 Hp, 的 一 些 从 pm = 0 出 发 的 积分 曲线 
构成 的 . 

这 一 定理 是 微 局 部 分 析 的 基本 结果 之 一 , 它 使 我 们 有 可 能 将 从 底 空间 X 上 一 点 
zo € sing suppu 出 发 的 奇 性 传播 线 根 据 它们 在 T*X 中 的 奇 点 (xo, £o) 做 拆 分 ( 参 
考 例 2.1.3 中 的 讨论 和 习题 C.2). 


ILC.2 m 阶 算 子 

对 于 z ER, —^ m 阶 微分 算 子 

P(z,t, D, D)= M. a&iDED|. (oom=1), 
k+l<m 

可 以 被 “分解” 成 如 下 形式 : 

P(z, t, Dz, Dj) = (D; — Ai(t, x) D) --- (D; — Am(t, z) D) +m -1 KAT, 
其 中 X 是 (关于 7 的 ) 多 项 式 pm = Yt ak, EFT = 0 的 根 (假设 它们 两 两 不 
同 ). 


当 zeR" (n > 2) 时 , 关于 7 的 方程 pa (x, t, €, 7) =0 的 根 (始终 假设 它们 两 
两 不 同 ) 对 于 6 只 是 1 次 齐 次 的 ,而 相应 的 因子 D, — Alt, z, Dao) 是 C.1 节 中 考察 
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过 的 拟 微分 算 子 . 因为 关于 r 的 根 两 两 不 同 , 容易 证 明 (习题 C.4) 我 们 可 以 把 P H 
象征 (而 不 仅仅 是 主 象征 ) 做 分 解 ; 我 们 将 只 用 到 下 述 更 为 初等 的 事实 . 
考虑 一 个 形 如 P = P(z, t, De, Di) = Y Pil, t, Dz)Di 的 算 子 , 其 中 P = 
1, 而 P; Æ m — j 阶 的 ,其 主 象征 p; 关于 € 是 m 一 j 次 齐 次 函数 . 
我 们 假设 : 


H) EMA p = jpjy(z, t, £)r? 2 0 关于 7 的 根 都 是 实 的 (P 的 “ 双 曲 性 ” 假设 ) 


(S) 这 些 根 都 是 (—80 单 的 ,也 就 是 说 当 p = 0 时 [286,6 €, 可 | > cie. 
(这 样 的 被 称 为 “严格 双 曲 ”的 ) 


对 于 这 样 的 P, 我 们 有 一 个 类 似 于 (1.1.1) 的 能 量 估 计 . 
m1 
性 质 2.1 ds c R, 对 于 所 有 满足 Pu € L'((0, T]; H*) 的 函数 ve 门 C? (fo, T], 
j-0 
He*n-1-5). 我 们 有 不 等 式 


Sup |Diu(t, 9 sting < d 
te[0, T] 


T 
> [De wu(0, 1s m-1-; «f |Pu(t, n : 


j&m-1 j&m-1 


(2.1) 

证 明 a) X A(z, t, €) < A(z, t, €) «^ < Amla, t, £) Æ p 的 m 个 实 根 .条 
ft: (S) 推出 JO2 02A; (s, t, €| < Co, ale! 191, 这样 对 于 在 0 点 附近 取 值 为 1 的 函数 
X € C^, 我 们 就 有 Aj(z, t, €) = (1— x(£))A;(z, t, £) e S1. 现在 我 们 来 证 明 对 于 任 
意 的 j, 可 以 找到 


?1 一 工 
k=0 


(其 中 Qj. € 877175, Qim-1) = 1), 和 


R;(t, a. D.) Eni 


P= (Di E Aj(z, t, D4))Q; + Rj. 


É pe 1 bc 
PjDi = IXPjDi ^ - 7(0:P))D!™ 
e EN 1 2 
= (Di — A)PjD) ^ + AP; Di~ — z (P5) 本 


然后 对 最 后 两 项 重复 这 一 操作 , … 重复 若干 次 之 后 就 可 以 得 到 我 们 需要 的 表达 式 , B 
余 项 Rj; = Rj(t, z, D;) € S". 但 是 注意 到 当 7 = A; 时 , R; 的 主 象征 p- (7 — A;a 
( 它 不 依赖 于 7) 为 零 ; 因此 Rj esr, 
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b) 对 算 子 Di — A; 的 能 量 估计 (1.1.1) 给 出 (对 于 充分 大 的 A) 

T 
supe ^'|Q;u(t, -)|, < |Qju(0, -)|, +2 f e" (IPu(t, -)ls + Clu(t, -)ls+m-1}dt. 

我 们 来 证 明 , 对 于 全 体 Qjw 的 控制 可 以 用 来 给 出 (2.1) 左边 的 一 个 控制 : Qi 的 

主 象征 是 g; = [[(7 - X), B. a; 构成 了 次 数 < m 一 1 的 7 的 多 项 式 空间 的 一 组 基 ; 
kj 
特别 的 ， D PIS : 
kt | Aj 
dicis gilt, 1,6, 5) 

w 
AF (z, t, £) 


Mxj(t, z, €) = (1 — X(N) 6, 6, Xj) 


我 们 就 定义 了 一 个 函数 My; € S" 070, 583 


m-—1 
Diu — M MygQ;u t+ M Ry;(t, x, D)Dju, 
j=0 


其 中 Ry es Si, 我 们 得 到 估计 : 
2 IDrult, )lstm-1-r < C IE IQjut, -J+ 5; |Dřult, dea 
k&m-1 kxm-—1 


c) 我 们 用 下 述 方法 来 处 理 “ 误 差 项 ” 
` |Dřu(t, -)|s+m-2-k 


kzm-1 


e “k=m-1 f, |Qiu— D7-!u|, i 是 由 一 些 k < m 一 2 的 和 式 2 所 控制 的 . 
。 当 < m 一 2 时 , 我 们 对 算 子 L= & 用 能 量 估计 (1.1.1), 可 得 


Sup e" [Dfu(t, -)ls+m-2-k 


T 
S |D?u(0, )|s-m-2-k + 2/ e VIDet u(t, )|stm—2—k dt. 
0 


d) 最 后 , 我 们 得 到 


supe ^ > |D£u(t, Jeena ce] 5 |Dfu(0, Altma 1—k 


k&m-1 k&m-1 


T 
«f e ^" |Pu(t, Jeata f po P5 IDFu(t, -Jls+m-1- a 
0 


k«m-—1 
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利用 常见 的 “Gronwall 型 ”推理 就 可 以 得 到 结论 . 
当然 ,与 ILC.1.2 节 相 仿 , 从 (2.1) 出 发 也 可 以 得 到 一 个 关于 Cauchy 问题 
Pu= f, Diu(0, )-2uj j&m-1 


的 存在 性 定理 . 但 相应 的 过 程 略 显 复杂 , 我 们 就 不 继续 了 . 


第 ID 章 注 记 


第 II 章 在 第 I 章 的 “核心 ”理论 与 第 nr 章 中 将 要 简略 讨论 的 “现实 ”的 非 线 
性 问题 之 间 建 立 了 一 个 桥梁 . 

II.A“ 非 线性 二 进 分 析 ” 是 建立 在 对 于 频率 的 二 进 分 解 的 系统 应 用 上 的 . 这 个 思 
想 在 Coifman 和 Meyer 的 著作 [CM] 中 就 有 描述 , 而 且 被 证 明 对 于 非 线性 方程 的 分 
析 特 别 有 效 : 我 们 可 以 在 Bony [B1] 中 找到 “ 仿 积 ",“ 仿 微分 算 子 ”等 基本 概念 和 相 
应 的 “ 仿 线性 化 ” 公式 的 介绍 , 而“ 仿 复合 ”的 概念 是 在 Alinhac [A] 中 构造 和 研究 的 . 
本 书 中 的 讲法 受到 Meyer [M] 的 启发 ,这 种 办 法 同样 可 以 用 来 处 理 Ze 空间 . 

除了 给 出 上 面 提 到 的 一 般 理论 的 一 个 简单 介绍 以 外 , 在 本 章 中 我 们 还 试图 给 出 
第 LI 章 中 称 为 “柔性 映射 ” (也 就 是 说 ,可 能 具有 “线性 依赖 于 大 范 数 ”的 估计 ) 的 
两 个 最 基本 例子 : 乘积 与 复合 . 

这 种 类 型 的 估计 对 于 解决 几乎 所 有 非 线性 问题 都 是 至 关 重 要 的 ， 我 们 将 看 到 这 
也 是 Nash-Moser 定理 的 一 个 基本 假设 . 

IILB“ 微 局 部 分 析 ” 介 绍 了 一 些 已 经 成 为 经 典 的 内 容 ( 波 前 集 ， 微 局 部 椭圆 正 
则 性 )， 这 些 在 Hórmander [H4] 中 有 很 好 的 叙述 ， 关 于 这 一 课题 的 综述 可 以 参阅 : 
Nirenberg 的 专著 [N] 和 Hórmander l'Enseignement mathématique 上 发 表 的 文章 
[H2]. 这 里 的 处 理 方式 是 对 频率 作 锥 形 截断 ， 目 的 是 区 分 “好 的 ” 和 “ 坏 的 ” 谱 方 向 . 

EKE, ILA 和 ILB 对 应 于 (第 I 章 中 的 ) 经 典 拟 微分 演算 理论 中 分 拆 余 切 丛 的 
两 种 方法 : 根据 [e| 的 大 小 分 拆 , 和 & € 5"-1 根据 作 锥 形 拆 分 . 

I.B 中 介绍 的 是 1970 年 代 的 微 局 部 分 析 : 亚 椭圆 性 和 线性 算 子 奇 性 的 传播 ; 基 
本 上 这 就 是 Hórmander 的 著作 [H5] 中 讨论 的 课题 . 

从 那 以 后 ，Bony 的 仿 微 分 运算 及 其 后 续 工 作 使 我 们 可 以 把 一 些 基 本 结果 (椭圆 
正则 性 , 奇 性 的 传播 ) 推广 到 非 线 性 方程 的 情形 . 

最 后 , 对 于 某 些 非 线性 问题 , 我 们 需要 对 ( 余 切 从 上 的 ) 函数 在 其 奇 点 附近 作 更 为 
精细 的 局 部 化 : 这 就 是 所 谓 二 次 微 局 部 分 析 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Lebeau ([L], X} 
解析 函数 的 情形 ) 或 Bony (对 Sobolev 空间 的 情形 ) 的 文章 . 

I.C“ 能 量 佑 计 ” 主 要 处 理 的 是 能 量 不 等 式 . 它们 是 处 理 双 曲 方程 及 奇 点 传播 的 
主要 工具 . 我 们 再 一 次 从 Hórmander 的 著作 [H5] 里 汲取 了 主要 内 容 , 在 那里 还 讨论 
了 这 一 技术 在 混合 问题 中 的 应 用 . 
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第 II 章 习 题 
A.l. a) 设 se€ 及 . 证 明 存 在 c, > 0 使 得 对 于 任意 的 u € H*, 
Lju — Spul? < Y 4t lul? < colu — Spul, 
Cs q2p 
并 由 此 导出 门 正 在 no 中 是 稠密 的 


tcR 
b) 设 a 是 一 个 正 的 非 整 数 . 我 们 记 m — Ela) (a 的 整数 部 分 ), pa-m (a 
的 小 数 部 分 ) 证 明 存在 Ca 使 得 对 于 任意 的 u c Co», 


1 
gle — Spulla < sup 2?" ||ug|lo < Calu — Spulla, 
a q2p 


并 由 此 导出 人 c" 在 Ce 中 不 是 稠密 的 . 在 本 习题 余下 的 部 分 中 , 我 们 希望 能 够 用 


y€R 
条 件 : 当 5 一 0 时 
— n ET (i) 
l8l-m (z, h) € R^ x R”, 
|h| « à 
来 刻画 ( c" 在 Ce 中 的 闭 包 . 
YER 


o) 直接 验证 门 cr 在 Ce 中 的 闭 包 里 的 任意 函数 u 满足 条 件 (9) 
ER 
d) 回 到 性 质 A.1.3. i) 的 证 明 . 证 明 对 于 任意 的 u € C9, 


—q« ~ ðu TX 十 hh — fu T 
vg > 0, llugllo < C279 f is 5 Qus DE m y 
lBl=m (z, h) € R^ x R”, 
|| < 2^*|y| 


由 此 得 到 , 若 u 满足 (9), 则 Ju- Spulla > 0. 

A.2. (Sobolev 髓 入 的 极限 情形 ) a) 验证 L 不 包含 在 互 -2 内 . (我 们 可 以 假 
设 相反 的 情况 , 然后 证 明 , 如 果 这 样 的 话 Dirac 质量 就 是 H 的 一 个 元 素 了 ). 由 
此 推出 H 不 包含 在 L” W. 

b) 对 ke N, 定义 

WF **(R") = {u € L*(R"), 0*u € L**(R"), |a| < k}. 

证 明 对 于 5 = 2 +k, H*(R^) 不 被 包含 在 WSR) 之 内 . (我 们 注意 到 任意 函 

数 we H* (se R) 都 可 以 写成 


j=1 tER 


u — ug - Y ôjuj, 其 中 心 ， -un E H, Hwuoe "d 
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A.3.* Zygmund 类 我 们 记 


Cli(R") = t c L*?(R"), sup E E EE A < ex 


(x, h) eIR* xR” || 


我 们 现在 利用 二 进 分 解 来 刻画 C1. 
a) 证 明 , Æ u c CIR”) 而 y € Cg (R^ (0)) 是 一 个 偶 函 数 , 则 up = (27? D)u 
满足 l'up|lo : 22 < 二 oo. 


b) 现在 我 们 去 掉 a) 中 所 作 的 关于 y 是 一 个 偶 函 数 的 假设 . 证 明 结论 仍然 成 立 . 
(我 们 可 以 写 up = (27? D)ü,, 而 对 于 适当 的 o, à, = e(27? D)u). 
c) 设 weS'(R"), Fik u = Èpo- Up Æ u 的 一 个 二 进 分 解 . 假设 


sup ||upllo : 2P < 十 co. 
p2-1 


仿照 性 质 A.1.3. ii), EB] u e C1. (我 们 可 以 注意 到 
|v(z +h) *- v(z — h) - 2v(z)| < 常数 .|h|? up |" vllo.) 
d) 证 明 推 广 的 Sobolev A. H"/?*1 (R^) C CHR”). 
e) 利用 习题 A.2., 证 明 包 含 关 系 WI c C1 是 严格 的 . 
A.4. (插值 ) 设 有 三 个 实数 s < s < s1. 设 (vazo 是 H” 中 序列 ,满足 
Vgq>0, loj, € Cc42- 96799; lvl, < Cc 210-2, 


其 中 
>_<, 


q20 
a) 证 明 对 于 任意 的 s' < s, 级 数 Nuls 收敛 . 证 明 v = b 是 Hs 中 元 


qz0 q20 
XH |v|。 < 常数 C. 
b) 证 明 我 们 有 分 解 w = aq + b,, 满足 


supp âq G {é, [gq| < 9crt) , Supp b, C f£, lé] > 29}, 
lass, < HR- Co42 90799 , Joala, < K- 0e, 21079. 


c) 估计 二 进 部 分 和 S aq 》 ba 的 L? 范 数 ,证 明 》 ag, 》 by € H', 总 结 . 


q20 qz0 q20 q20 
d) 这 一 结果 与 引 理 A.2.2 的 结论 有 什么 联系 ? 
e) 证 明 如 果 把 条 件 (*) 换 成 : 


Vq 之 0, |valso < CcaA 96-90): [valsı < Cc, AT: s 
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结论 不 变 ,其 中 》 c < 1 A» 1. (我 们 可 以 定义 4- 进 分 解 并 应 用 之 ). 


qz0 
f) 应 用 . 设 如 , ti, so, si 是 四 个 实数 , 并 设 了 :8S' 5 S' 是 一 个 从 H* 到 H8 (对 
i —0, 1) 的 有 界线 性 算 子 . 3x 0 € (0, 1); RINE t= 0t9--(1—0)t; s = gso 十 (1 一 9)s1. 
证 明了 人 是 H' 到 H* 的 有 界 算 子 . (考虑 的 二 进 分 解 w= Y up fT [Tuyls). 
注 习题 A.4 在 Hilder 空间 的 框架 下 也 成 立 . 


A.5. 设 a € L” (R7). 我 们 用 等 式 


Tau 一 p» Sp—24 ` Up 
p22 
来 定义 “与 a 作 仿 积 "(这 里 我 们 用 二 进 分 解 的 常用 记号 ,参见 TLA IL). 
a) 证 明 对 于 任意 的 s € R, Ta 在 H* 上 都 是 有 界 的 ; 而 对 于 任何 的 非 整 数 a 0, 
Ts 在 C^ 上 也 是 有 界 的 ， 且 算 子 范 数 为 常数 alo 所 控制 . 
b) itac H*(R"), s < n/2. 证 明 


llS;al|lo < C27(/2-9, 


并 由 此 推出 由 上 式 定义 的 Ta 对 于 任意 的 + e R 都 是 从 五 " 到 mrt"? 的 连续 
算 子 . 

c) 设 s, t 为 两 个 满足 s+t > n/2 的 任意 实数 . 设 a e H*(R^), b e Hi(R"). 证 
明 ab = Tab + Tha + R, EP. R e He**7"" (R7) (我 们 可 以 利用 引 理 A.2.1). 根据 s, t 
TII s 十 t 的 值 讨论 乘 积 ab 的 H" 正则 性 . 


A.6. 设 f € C^(R) 满足 f(0) = 0 ， 且 对 于 任意 有 > 1, SP ER EÆA RH. 
我 们 要 证 明 , 若 u e H/R”), W) f(u) e H™?2(R"). 
a) 对 于 we H"2(R"), 证 明 


Vo, |al >0, ||O*S,u||o < CaP”. 


WEB] m, = f F'(Sp-1u + tuy) dt 是 “Meyer RTF”, 并 根据 性 质 A.2.2 的 证 明 作出 总 
0 


结 . 


b) 证 明 , 对 于 s > n/2, |f(u)l, € Csluls, 其 中 C。 只 和 July EX. (与 性 质 
A.2.2. 比较 ). 


A.T* 1x (mp)p>o 是 R^ 上 一 列 满足 
Vp, Vo, |[ó*m,l||o < Ca2?l® 


的 C^* 函数 . 设 函 数 p € C? (R7) 满足 suppe C (6, 1/4 « él < 4} 
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a) 证 明 由 
a(z, £) = 》 ,mp(z)p(2-26) 
p=0 
定义 的 函数 是 一 个 9, 类 象征 ， 即 该 函数 满足 : 
lagga(z, E| < Ca, (1 + |El)! 


b) iE bE S2 (R° x R”). 证 明 我 们 有 等 式 


b(z, € 9+% hl , 27PE), 
其 中 
Vp > —1, bp € C? (R^ x R”), HÆ suppb-1 E |El <1, 
Xf p 2 0, Æ suppb, E 1/2 < |£| < 2, 
而 
(620g by (s, E| < Ca, g2Pl^l, 
由 此 推出 


(x, €) = b-i (£, €) + n ES 
其 中 对 于 任意 的 y, alz, £, y) = 3 553) y) (27?£, y) 是 a) 中 讨论 过 的 类 型 , 且 
Vp, Va, VN, |6cmp| € Ca, w2plel(1 + lyh” 
Vo, |Og®| < C«(1 + ly)!” 
c) 证 明 若 5e 59 , (R^ x R"), 则 对 于 任意 s > 0, b(z, D) 在 H* 上 都 是 有 界 的 . 


(利用 b) 将 问题 归结 到 性 质 A.2.2). 
d) 用 类 似 的 办 法 证 明 对 于 任意 非 整数 a > 0, b(z, D) 在 C^. 上 是 有 界 的 . 


ik S9, 类 拟 微分 算 子 在 Sobolev 空间 上 的 连续 性 是 一 个 复杂 的 问题 ; 一 般 说 
来 这 些 算 子 在 L? 上 不 是 有 界 的 (参见 [CM],pp. 39-40). 读者 可 以 在 [H8] 中 看 到 对 
于 这 一 类 型 问题 的 比较 新 的 讨论 . 


B.1. 设 5 是 超 曲面 {z1 = 0), 并 设 函 数 v 具有 形式 
u(x) = u+ (x) : 1 {21 >0} +u- (z) ` l(z,«0); 


其 中 up, u- Æ R” 上 Co 函数 , 满足 Yr eR”, u, (0, z') z u- (0, x’). 
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a) 证 明 WF(u) = {(0, z', £&, 0), & #0, z' e R"-1). 利用 波 前 集 在 微分 同 胚 下 
的 不 变性 ,将 S 是 任意 超 曲 面 时 的 相应 结果 内 蕴 地 表达 出 来 (和 例 B.2.1.2 比较 ). 
b) 设 P= Y ao(z)D? 是 一 个 Cx 系数 的 微分 算 子 . 具体 计算 Pule); 并 由 


此 导出 若 Pu e ud 则 5 是 PP 的 特征 曲面 ( 即 对 于 任意 x € S 和 在 x 处 与 5 垂直 
的 € ps (c, £) = 0 其 中 pw 是 P 的 主 象征 ) 我 们 可 以 预料 到 这 个 结果 么 ? 

B.2.( 构 造 具有 给 定 波 前 集 的 分 布 ) 设 oe CR) 满足 f etzjdz = 1, 并 设 
o € (0, 1). 

a) XIF k21, 6 e S"-1 ze R", 我 们 记 


pula, €) = K" glk" ajete, 


证 明 yx 关于 x 的 Fourier 变换 满足 


i) i 7 在 一 个 与 R*é 不 交 的 锥 体 工 中 , 则 YN, lox (9, £)) < Cu (1 Im), 其 
中 Cw 依赖 于 工 . 


ii) pxr(ké, €) = 1. 
b) 在 这 一 问 中 假设 e > 0, 并 设 éo € 57-1. 证 明 函 数 
u(x) = »» k "9^ pplz, £o) 
天 一 工 


在 R* 上 连续 日 具有 紧 支 集 , 且 
>(u) = {£o}, WF(u) = ((0, t£o), t> 0}. 
c) E F Æ R” x (R^ V {0} 的 一 个 锥 形 闭 子 集 ; id F = FN (R^ x 5S"-1) 并 取 
Fi 中 的 一 个 稠密 序列 (xu, 6&4)xy1. 证 明 函 数 


u(z) = >》 k "^7?! o,s (z — zx, Ek) 


k=1 


是 连续 的 , 日 满足 WF(w) = F. (我 们 可 以 注意 到 , Æ kj, €e shl nye sr, 则 
对 于 任意 的 N, 
lôr (76, n)| < Cv j ™; 


由 此 导出 , 车 9 € OP (Rn) TE z = zi 附近 满足 9(z) = 1, 则 对 于 充分 大 的 j， 
FPE] > 57") 


B.3. 证 明 若 u 是 实 值 分 布 , 则 由 (x, €) € WF(w) 可 以 推出 (x, —£) € WF(w). 
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B.4.( 迹 的 微 局 部 研究 ) 设 ve D'(R? x R), WE WF(u)n(t20,£20) - e. 
a) WHE y € Cg? (Rt) 的 支 集 在 t= 0 的 一 个 足够 小 的 邻 域内 ， 则 积分 


ro) = [a0 nE, Ev= (68 Yu, 


对 于 任意 的 p € Cg (Rz) 都 是 收敛 的 , 且 不 依赖 于 y 的 选择 (如 果 我 们 要 求 在 += 0 
的 邻 域内 y = 1). 由 此 该 积分 定义 了 R" 上 的 一 个 分 布 Tw. 

b) 验证 ,如 果 加 上 条 件 we CR+, DP'(R*)), 我 们 可 以 得 到 Tu = ulizo. 

c) 利用 波 前 集 的 定义 证 明 


WF(Tu) C ((z, £), 3r, (x, 0, £, T) € WF(u)}. 


B.5. 本 题 中 给 出 性 质 B.2.2.2 和 推论 B.2.2.1 的 一 个 不 依赖 于 B 部 分 中 引用 的 
一 般 性 定理 的 证 明 . 
a) 设 ae S"(R" x R”), v € E'(R"). 证 明 若 


d(z, suppv) 2c» 0, M] vo,v8, |x^OPa(z, D)v| < Ca, 6. 


ELLAS I, f alx, D)v € C”, 则 alx, Dv e S. 

b) 证 明 (zo, ĉo) € WF(u) 当 且 仅 当 存在 一 个 在 zo 非 零 的 函数 yp(z) € Cg 和 
在 & 椭圆 的 x(6) e S9, 使 得 x(D)(pu) e Cv». 

c) 对 象征 a, 我 们 定义 a 的 本 性 支 集 ( 记 为 ES(a)) 为 T*R^ \ (0) 中 满足 下 述 
条 件 的 点 (zo, £o) 全 体 : (xo, £o) 没有 任何 一 个 锥 形 邻 域 T 使 得 a € S-9 (D). 对 于 
A = a(z, D), 我 们 仍然 记 ES(A) = ES(a). 证 明 ES(AB) c ES(A)n ES(B). 

d) 证 明 对 于 (zo, &) € ES(A), 存在 x 和 p 使 得 x(D)y TE (zo, £o) 是 椭圆 
的 , 且 ES(x(D)e) n ES(A) = e. 并 由 此 证 明 性 质 B.2.2.2. 

e) 利用 等 式 

A = Ay(D)e + A(1 — x(D)e), 

和 人 性质 B.2.2.2 来 证 明 推 论 B.2.2.1, 其 中 o 在 zo 附近 取 值 为 1, 而 x TE £y 的 一 个 
锥 形 邻 域 中 取 值 为 1. 


B.6. 设 sc R. Zi v e E'(R"), 我 们 用 5s(v) 来 表示 R^ V (0) 中 满足 下 列 条 件 
的 & 全 体 : 没有 任何 锥 形 邻 域 D. 使 得 (1 --1m[2)7/26(9) e LT). Z X E R^ 中 开 
集 , re X 而 we D'(X), 我 们 可 以 按照 和 TLB.1.1 节 中 相同 的 处 理 方法 定义 D (u) 
和 W F,(u) (u 的 Hs 波 前 集 )( 利 用 引 理 B.1.1.1 的 一 个 显然 的 推广 ). 

a) 刻画 WF,(u) 在 X 上 的 投影 . 

b) 证 明 WF(w) 等 于 |] WF. (u) 的 闭 包 ，( 我 们 可 以 先 证 明 如 下 事实 ,如 果 对 


scR 
于 ve 2 TI—TJPROE T A |E w) nT = ,那么 对 于 任意 的 pe Cg (R^) 和 任 
意 满足 T. c D 的 开 锥 形 子 集 Ti, RIRE Lov) n Ts = e), 
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c) 证 明 (zo, &0) € WF.(u) 当 且 仅 当 我 们 有 分 解 u = wi +u RP u € 
Hg.(X)9, (zo, £)) € WF (u2). 
d) WHE 已 是 X 上 一 个 mm 阶 恰当 支撑 算 子 , 则 


WF,(Pu)CWF;ma(u)cWF;(Pu)U char(P). 


e) Æ d) 的 假设 下 , 设 m > 0. 证 明 若 对 于 任意 的 KeN 都 有 Pru e D? 


loc (X), 
则 W F(u) C char(P). 


B.7* (Rauch 5]38: 参见 [Ra]) 设 s > n/2, 并 设 u, v € H&,CX). 我 们 来 证 明 对 于 
任意 的 上 < 和 2s 一 m/2, 有 
W Fi(uv) C W F(u) UW Filo). 


a) 证 明 我 们 只 需 验 证 : XP u,v € H*(R") 具有 紧 支 集 且 < 2s - n/2, I 
Et (uv) c X*(u) U X*(v). 

b) 在 问题 a) 的 假设 下 ， 记 A+ = (e. idt r 是 一 个 开 锥 体 ， 满 足 
(E) tu, (£) tv € I? (D). 对 于 一 个 待定 的 c e (0, 1) ,我们 做 分 解 


一 1 十 oo 十 mr， Wo1(6) = f à(£ — NPN) dn, 
]£—n|«clInl 


uo 一 LE — n) dq. 
(£) en (£ — n)ô(n) dn 


证 明 对 于 满足 D. c D 的 开 锥 体 D. 和 一 个 适当 的 c, 对 于 i = 1,2 我 们 有 (8) tw € 
Z2(i)，( 我 们 可 以 证 明 


1/2 1/2 
(lu (£) < C ( EO an) ( [i - meon? an) ) 
c) 注意 到 对 于 适当 的 正 数 c, cz, 我 们 有 


1/2 1/2 
"(6i < ( J atmam) ( I oema | 
(m|2eil&l Imizes&l 


由 此 得 出 (62s-"/27 e L?(R?) (和 习题 A.5.c) 做 比较 ). 
B.& 设 X J& R^ 中 开 集 , m v 是 X 上 一 族 Coo 向 量 场 . 定义 
H**(y) = {u € H(X), Zi Zsu € Hi (X) 
Vk € N, YZ, +, Zy € V}. 


Ops (X) = (f, 对 任意 的 pe CF (X), pf € H*(X)). 
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id Y 生成 的 Lie 代数 为 Y, 并 定义 
NO) = ((z, €) € T*X \ {0}, (£, Z(z)) 2 0, YZ e Y). 


a) WE u e H* (y), 则 WF(u) c N(Y). 

b) 设 5 是 R^" 中 超 曲 面 ; 取 7 为 和 S 相 切 的 向 量 场 全 体 . 给 出 问题 a) 的 结果 
在 这 一 情形 下 的 具体 意义 . 给 出 Ho (y) 的 元 素 的 例子 . (考虑 习题 B.1. 中 的 “分 
片 C” SFH). 

c) 假设 s > n/2. WEHE u € H*(V), 则 f(u) e H* (Y). 


B.9* 设 Ka = I e O)s(s. 0) db 是 一 个 振荡 积分 分 布 (定义 参见 第 1326] 
4.6.b)). 
a) 9 = y(x) Æ 0 上 的 实 值 Co» 函数 , 在 9 上 满足 dv ZOH Yrer, voe 
R \ (0), 
dev(z, 0) =0> dy(x) 天 dsg(z, 0). 
证 明 对 于 Q x RN \ (0) 的 任意 紧 子 集 K, 存在 常数 C > 0 使 得 VA 20, VR 
0, V(z, 0) € K, 


R|dew(z, 0)| + |Rdsg(z, 0) - Ady(z)| 2 C(R +A). 
由 此 推出 若 vs Cy(O2), 则 对 于 任意 的 入 > 1, 
上 ze(o ue ^*)| < CNA”. 


(我 们 可 以 如 同 第 1 章 附录 中 定理 1 的 证 明 那 样 ,考虑 a = Y ^ ax (2776), 并 应 用 


那里 的 “ 非 驻 相 引 理 ”). 
b) 证 明 W F(Io(a)) C ((z, dzp(z, 9))，dep(z, 9) = 0). 


C.1. 在 本 题 中 我 们 将 对 双 曲 问题 解 的 存在 性 的 结果 (性 质 C.1.2) 给 出 一 个 略为 
不 同 的 证 明 . 我 们 将 不 采用 “对 偶 性 ” 方法， 而 是 用 一 族 常 微 分 方程 组 来 逼近 问题 的 
解 . 

我 们 用 性 质 1.2 里 的 假设 . XJ e € (0, 1), 我 们 记 pe = (1+elDI)- 和 ae(t, z, D) = 
pealt, x, D). 我 们 在 H9 中 用 函数 族 (o) BA o, TE L'([0, T]; H*) 中 用 S ARK 
BOR (Je) E f. 

a) 证 明 对 于 任意 s > 0 和 任意 的 r c R, 方程 


5 +ae(t, T, D)ue xS fe; uc (0, 7) = e (x), 


有 且 只 有 一 个 解 we e C' ([0, T]; H7). 
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b) 应 用 双 曲 能 量 不 等 式 ， 利 用 第 工 章 习题 5.10, 证 明 当 s BF 0 时 函数 族 (ue) 
在 C([0, T]; Hs) 中 是 有 界 的 ,在 C([0, T]; Hs-?) 中 是 Cauchy 的 . 由 此 得 到 最 初 的 问 
题 的 一 个 解 ve C([0, T]; H5?) n L?([0, T]; H9) 的 存在 性 . 

就 像 在 性 质 C.1.2 的 证 明 结 尾 处 一 样 ,并 利用 (另外 单独 证 明 的 ) 唯一 性 , 我 们 
得 到 ve C([0, T]; H°). 


C.2.( 波 动 方程 ) 设 wo € Hs5(R")，yp1 € Hs-1(R")， 我 们 来 对 u € C(R, H°) N 
C1(R, H*-1) 求解 Cauchy 问题 


(82 — A)u —0, u|izo = qo, ruli=0 = Y1, (1) 


并 研究 u 的 微 局 部 正则 性 . 考虑 由 


(IDjv) (6) = llâ) 
对 ve S'(R") 定义 的 算 子 [D]. 
这 个 算 子 按照 第 工 章 L3 节 的 定义 严格 说 来 并 不 是 拟 微分 的 : 我 们 让 读者 自行 
验证 这 个 细节 对 于 下 面 的 结果 没有 影响 . 
a) Bt u Æ (1) 的 一 个 具有 我 们 要 求 的 正则 性 的 解 , 记 v. = (0; +ilDl)w，v = 
(8 — i|D|)u. 证 明 v+ € C(R, H*-1) 是 方程 


(ailpl)us — 0, vlo = pi ilDlgo (2) 


的 解 ， 而 u 满足 


V+ +v 


Ou 一 


由 此 推出 问题 (1) 的 解 的 唯一 性 . 

b) 对 于 存在 性 , 证 明 借 助 于 a) 的 结果 我 们 可 以 解 问题 (2), EL (3) 定义 了 一 个 
函数 ve CT (R, H571), WE ilD|u = (v+ — v—)/2. 由 此 推出 是 (1) 的 解 , 且 具 有 
我 们 需要 的 正则 性 . 

c) 证 明 对 于 任意 的 此 


, Uli-o = qo. (3) 


WF) = (2FtÉ, e) (e o ert + iIDle) P. 


并 证 明 W F(u(t)) c WF(v,.(t)) UW F(v- (t), 且 当 后 两 个 集合 不 交 时 等 号 成 立 . 和 
例 B.2.1.3 做 比较 . 
d) 证 明 v,, v- 是 波动 方程 的 解 ,由 此 (利用 习题 B.4) 推出 


WF(vs) = {( É, " x) ER (z, €) € WF(p1 + ipleo } | 


最 后 ,证 明 WFu-WF(v.)UWF(v.). 
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C.3* (Hórmander 定理 ) a) 设 a = a(z, £) € S! (R^ x R”) 是 实 值 的 且 其 主 象 
IEX a(z, €). Vu c |] H*(R^). W f = a(z, D)u € nscRHs(R")， 注意 到 函数 


scR 


v(t, x) = u(x) (t € R) 是 
(ô; -Fia(z, D)w =if (Vs, f € C? (R,, H*)) 


的 解 . 证 明 若 (x, €) € W F(u), W xiz, £) € W F(u). 
对 任意 的 te RR, 我 们 定义 
0a4 


Xt(y, n) = (x(t), £(0)), 其 中 i(t) = ge CO &(t)), 


&0 = - 2), &(0), 
z(0-—y, £(0-m. 
(验证 当 方程 的 右 端 是 一 个 光滑 函数 的 时 候 性 质 C. 1.3. 仍然 是 成 立 的 ). 

b) E P ÆR HFE X( 或 一 个 微分 流 形 ) 上 的 m 阶 恰当 支撑 拟 微 分 算 子 . 设 
主 象征 pw 是 实 的 . Wb ve D'(X) 使 得 Pu € Coo (X). 证 明 W F(u) 是 pm 的 一 族 双 
特征 ( 即 Hj, BH pm = 0 相关 联 的 积分 曲线 ) 的 并 集 . 
提示 首先 和 a) 一 样 利用 截断 函数 把 问题 简化 为 全 空间 R^ 的 情形 ， 再 通过 把 P 
乘 上 一 个 1— m 阶 椭圆 算 子 的 办 法 把 问题 简化 到 一 阶 算 子 的 情形 . 

c) 将 b) 中 陈述 的 结果 应 用 到 P 是 向 量 场 P = 02 — A 的 情形 ，( 与 习题 C.2 
的 最 终结 论 作 比较 ). 

d) 在 带 状 区 域 B= {-1 < z < 1,y € R} 考虑 P= 82 + r02. 设 weD'(B) 
满足 Pu € C%(B). 设 对 于 某 个 ce (0, 1),w 在 {z = —c) 的 附近 是 Coo BU. 证 明 
u € C*(B). 

CA. Yt P(z, t, Da, Di) = 35, Pj(t, £, D)D] 是 一 个 m 阶 微分 算 子 . 记 其 象 
征 为 " 

p(z, t, €, T) = M ^ p;(t, z, €)r?; 
j=0 


并 设 pm = 1, 且 方程 p(z, t, &, 7) = 0 关于 r 的 根 两 两 不 同 ( 记 作 m(t, z, £), 
Tm(t, T, é)). 
Am(t, T, £), 满足 : 


P = (D, = àı(t, T, D4)) PSU (D, ES Àm (t, T, D4)) 十 R, 
其 中 R(z, t, Ds, Di) = 355 Rjlt, z, D,)D] H. Rj e S79. 
a) ic 


q;(z, t, 6, T) Sn llc zx 7 (t, T, £)). 
kzj 
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B E. 
m-—1 
a t, E, T => a (t, x, E)r 
j=0 
对 (E, 7) 是 ! 次 齐 次 的 ,我 们 可 以 写 
a= >》 0 人 (t, T, E)qj(z, t, es T), 
j=1 
其 中 b; XE El- med 次 齐 次 的 .( 给 出 5b; 的 具体 表达 式 ). 
b) 验证 ILC.2 节 开 头 的 论断 : 


P = (Di — nlt, £, Dz)) (Di — T (t z, Dz)) + Rm-1, 


m-—1 


其 中 Rw_i(z, t, Do Do) = 》 Rm-1,5(t, £, D,)D] B. Rm-1i 是 m 一 1 一 j 阶 古典 
j=0 
拟 微分 算 子 . 证 明 存 在 古典 象征 01,0(t, T, £), ET am olt, T, £) € S 使 得 
= (Di—ni(t, x, Dz)—o1,0(t, x, D4)-- (Di—Tm(lt, T, Dz)—0m,0(t, T, Dz))+Rm-2, 


其 中 Rn_2(z, t, De, Di) = 35559. Rm-2,;(5 £, Ds) DI B. Rm_2,; 是 m 一 2 一 j 阶 古 
典 的 . 总 结 . 


C.5. WE A = A(t, x, €) € C™”([0, T], SHR” x R?)) 是 一 个 取 值 在 m 阶 复方 阵 的 
象征 ,C™ 地 依赖 于 t. 
我 们 研究 Cauchy 问题 


Lu = (D; — A(t, z, Dz)ju = f, u(0) = p € H*(R"), (1) 


这 里 所 有 的 函数 都 在 C” 中 取 值 , 且 假 设 4 的 主 象征 alt, x, &) 的 特征 值 都 是 实 的 
且 两 两 不 同 (此 即 所 谓 严 格 双 曲 性 ). 

a) 证 明 存 在 取 值 在 m 阶 复方 阵 中 的 0 阶 椭圆 的 P = P(t,, x, €) e C^*([0, T], 
S? (R^ x R?)) 使 得 


P(t, x, D;)A(t, x, Ds)u = A(t, x, D;)P(t, x, Dy)u + R(t, x, D«)u, 


àı(t, T, £) 
A(t, T, £) = ES , 
Am (t, x, €) 


这 里 A; 的 主 象征 是 a(t, z, €) 的 特征 值 , 而 余 项 R € Cee([0, T], S*(R" x R”)). 


其 中 
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b) 证 明 存 在 常数 C 使 得 对 于 充分 大 的 A, 


Oxt«T 


T 

sup e "Pu(t, )], <C (i. «f e M (ILu(t, -)|s + lult, :)|s) a) : 
0 

由 此 推出 能 量 不 等 式 (对 一 个 不 同 的 常数 C) 

T 
sup e "lu(t, ), < C (v. «f e "|ru(t, D ; 
O«t«T 0 
就 像 在 性 质 C.2.1 的 证 明 结尾 处 一 样 , 我 们 有 


T 
sup e "lu(t, )],.1 € |pls 1 十 2f e^" (ILu(t, -)ls-1 + C'lu(t)|s) dt. 
O«t«T 0 


基于 和 ILC.1.2 节 同 样 的 理由 , 证 明 Cauchy 问题 (1) 的 解 的 存在 和 唯一 性 . 
C.6. 本 题 中 我 们 将 看 到 如 何 把 一 个 m. 阶 的 数值 双 曲 问题 转化 成 一 个 习题 C.5 
中 考虑 过 的 方程 组 . (这 个 方法 是 属于 A.P.Calderón fi). 
设 
P(x, t, Ds, Di) = M P(t, z, Ds) DÍ 


j=0 
是 一 个 m 阶 数 值 微分 算 子 , P(t, z, £) = 1. 
a) 我 们 假设 Pu = f, 且 对 于 j=1,…,m 有 Di-iw(0, zx) = p;(x). 证 明 由 


vj = Di  (Dym-jy 
定义 的 v= (v1,… , vm)( 其 中 (D) 具有 象征 (1+ |62)1/2) 是 某 个 形 如 
(D: — A(t, z, D;)v =g,  v(0, £) = v(z), 
的 方程 组 的 解 ， 把 这 个 方程 组 具体 地 写 出 来 . 
b) 计算 A(t, z, D.) WERTE A(t, m, €) 的 特征 多 项 式 , 并 由 此 得 到 , 若 PP 是 


严格 双 曲 的 , 则 D, — 4 按照 习题 C.5 的 意义 也 是 严格 双 曲 的 . 由 此 利用 习题 C.5 研 
究 P 的 Cauchy 问题 . 


C.7* ( 环 面 上 的 正 对 称 组 ) 本 题 基本 上 是 从 J. Moser[Mo] 那里 “ 借 ” 来 的 . 在 环 
m T^ E, 我 们 考虑 一 个 m x m 微分 系统 


L5 AGIR) 


j=1 
并 假设 这 里 A; 都 是 Hermite 的 . RINE 


K(z) = ZEBE! . 3 y 8A), 
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Vz € T K (a) 之 cof, co > 0. (Po) 


a) 证 明 对 于 任意 函数 ve H1 (T7), RITA 
Re (Lu, u) = (Ku, u). (1) 


证 明 如 果 我 们 仅仅 假设 ve L 和 Lu € L2, 等 式 仍然 是 成 立 的 ，( 应 用 第 I 章 习 题 
5.10.b)，Friedrich 引 理 ). 
由 此 推出 估计 Julo < 常数 .|Lulo, 并 推出 we L M Lu —0 Zi Fu 0. 
b) 证 明 不 等 式 |ulo < 常数 .|L*wlo, 并 导出 , 对 任意 的 f € L2, 方程 Lu = f 有 
且 只 有 一 个 解 ve L2. 
c) 我 们 以 (D)s 记 象 征 为 (1 上 + 162) (s > 0) 的 算 子 . 假设 对 某 个 cs > 0, 有 
vé e S", K(x) +s y Ok A;(x)6;&x 2 csl, (Pi) 
1&€j, kn 
证 明 估计 
Vu € H**!, Re ((D)sLu, (Du) > lu — C|uj2 (2) 
(计算 IL, (D)*] 的 主 象征 ,并 应 用 Gárding 不 等 式 (第 I 章 性 质 5.3)), 进 而 导出 Juls < 
常数 . |Luls. 
d) 仍然 假设 (P,), 对 f € Hs 我 们 考虑 Lu = f 的 解 ve I2. 我 们 来 证 明 


uc H°. 
X e» 0, 我 们 记 D. — L-eAid, | A= 5702). 采用 和 a) 与 b) 同样 的 方 
j=1 
x, 证 明 存 在 唯一 的 Us € L? 满足 Leus = f. 证 明 当 € ET 0 时 (ug) TE I? 中 有 
界 ,上 且 存 在 一 个 子 列 弱 收 剑 于 u. 


ii) 证 明 对 于 任意 的 s > 0,we € Hs+2, 并 利用 估计 (2), 证 明 当 e 趋 于 0 时 (ue) 
在 Hs 中 有 界 . 总 结 得 到 的 结果 . 


e) 验证 只 有 当 所 有 的 A; 均 是 常数 的 时 候 条 件 (P) 才 有 可 能 对 所 有 的 s R. 

f) 问题 e) 让 我 们 可 以 预见 到 对 于 f € Ce ,方程 Lu = f 的 解 的 H 正则 性 会 
有 一 定 的 局 限 性 . 在 T! 上 具体 计算 下 述 方程 的 解 ve L7: 
sina 十 m) u = (sin z)”, 


其 中 m > 1/2, 证 明 上 述 理论 给 出 的 关于 正则 性 的 限制 是 最 优 的 . 


III KAEH 


这 里 我 们 给 出 若干 扰动 问题 的 例子 ， 根 据 “ 导 数 缺 失 ” 的 严重 程度 来 划分 : 我 们 
先 讨论 “椭圆 ”情形 , 这 时 候 只 要 用 到 常见 的 隐 函 数 定理 就 足够 了 ; 然后 我 们 来 看 一 
些 用 某 种 不 动 点 方法 可 以 解决 的 问题 (包括 等 距 嵌 和 问题 ); 最 后 我 们 考虑 线性 化 方 
程 具有 “生性 估计 ”的 情形 ， 这 时 我 们 就 可 以 应 用 一 种 Nash-Moser 技巧 (例如 环 面 
上 向 量 场 的 扰动 的 研究 ). 


ILA 隐 范 数 定理 和 椭圆 问题 


IILA.1 Banach 空间 上 隐 函 数 定理 的 回顾 

III.A.1.1 局 部 逆 映 射 定理 

定理 1.1 i£ f: Bi 2 U — Bs( 其 中 B; 是 Banach 空间 ,UV 是 B, 中 开 集 ), 并 
设 f 在 U 上 连续 可 微 . 如 果 存 在 连续 线性 算 子 A: Bo 一 B 使 得 f'(z9)A = idp, 
则 存在 一 个 在 yo = f(zo) 的 一 个 邻 域内 C? 的 映射 g, 使 得 f(g(y)) — y. 车 f' (xo) 
还 是 从 Bi 到 B; 的 同 构 , 则 f 是 从 zo 的 某 个 邻 域 到 f(zo) 的 某 个 邻 域 的 C1 微分 
EJIE. 

证 明 a) 先 假设 B. = Bo, f(ro) = zo, f'(£0) = id. 这样 我 们 把 方程 y = f(x) 
FR =r +y- f(x) = hla) 的 形式 , 然后 通过 计算 序列 zl = h(zn) 的 极限 来 找 


i) 对 充分 小 的 5 > 0I [y — zol < 6/2, RIE h : 五 (zo, ô) 一 B(zo, 0); 事实 上 ， 


f(z) = f(xo) + z — zo + o(|z — zoll) = x + ol(llz — xoll), 
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这 样 


h(x) — zo = y — zo+o(lz — zoll), Ih(z)— zoll € 91/2 + e(8)) < ô. 


ii) Æ lly — zo|| < 6/2 E 6 足够 小 , W h TE B(zo, 0) 上 是 收缩 映射 ， 因 为 


Ihle) — hs) < la — zall sup llid- FO < zl — zell. 
l|z—xol[&ó 

根据 i) 和 ii), h TE B(zo, ô) 中 有 唯一 不 动 点 . 相应 的 , 对 任意 的 y € B(xo, 0/2), 
Jrf f(x) =y 在 B(zo, 5) 中 有 唯一 解 . 因为 6 可 以 任意 小 , 我 们 得 到 : zo 的 任意 邻 
域 在 f 下 的 像 都 是 zo 的 邻 域 . 

b) 现在 来 考虑 一 般 情况 . 对 f(y) = f(xo-- A(y 一 yo)) 应 用 上 述 结论 , 我 们 得 
到 : zo 的 任意 邻 域 在 f 下 的 像 都 是 yo 的 邻 域 . Ut Y 是 以 yo 为 中 心 的 半径 充分 小 
的 开 球 , 满足 


supllid— FW < 1. 
ycY 


那么 对 于 任意 y c Y, f'(y) EPAR, 这样 ,对 y e f 应 用 上 述 结论 ,我 们 得 到 任 
fj Y 中 开 集 在 f 下 的 像 是 开 的 ， 由 在 a) 中 已 经 用 过 的 Taylor 公式 , 在 了 上 
是 单 射 ， 它 给 出 了 一 个 从 了 到 f(Y) 的 C1- 微分 同 胚 ， 记 这 个 微分 同 胚 为 5 WU 
gly) = zo + A(g(y) — vo) 就 给 出 了 我 们 要 的 g. 

c) 车 f'(zo) 是 从 Bi 到 B 的 微分 同 胚 , 则 4 是 可 逆 的 ， 且 根据 b), 


jz) = f(yo + A^ (z — 29) 


定义 了 从 zo 的 一 个 邻 域 到 yo 的 一 个 邻 域 的 C1- fA RR. 口 


III.A.1.2 RAEE 

这 是 局 部 逆 映 射 定理 的 一 个 标准 推论 . 

定理 设 Bo, Bi, B2 是 三 个 Banach 空间 , U 是 (zo, yo) € Box Bi 的 一 个 邻 域 ， 
且 f :U — B 连续 可 微 . 假设 存在 连续 线性 映射 A: Bs Bi, 使 得 f/ (xo, yo)A = 
idp, 那么 存在 从 ro 的 一 个 邻 域 到 Bi 的 g, g' c C^, 使 得 f(x, g(z)) = f(xo, vo), Æ 
j 还 是 一 个 双 射 , 则 9 是 唯一 的 , 且 对 于 (zo, yo) 的 (x, y) MA, f(x, v) = f(zo, vo) 
等 价 于 y = g(z). 

证 明 将 局 部 逆 映 射 定理 应 用 于 F(zx, y) = (x, f(x, y)) 即 可 . o 


我 们 可 以 看 到 这 个 定理 的 证 明 非 常 简单 , 但 是 它 在 求 某 些微 分 方程 的 解 时 是 非 
常 强 有 力 的 : 通过 若干 例子 ,我 们 将 试图 了 解 这 一 点 在 什么 情况 下 有 它 的 用 武之 地 . 
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IILA.2 非 线 性 微分 方程 的 例子 
IILA.2.1 微分 方程 的 局 部 可 解 性 


性 质 2.1 设 y = glx, y) 是 一 个 微分 方程 组 ,其 中 g 在 (zo, yo) € R x Rn" 的 
一 个 邻 域 中 是 实 且 C1 By. 证 明 在 zo 的 邻 域 上 存在 唯一 解 y, 满足 y(zo) = yo. 


证 明 我 们 将 给 出 三 个 证 明 ,， 其 中 每 一 个 都 包含 了 在 下 文中 处 理 更 一 般 情况 时 
将 会 用 到 的 结论 . 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 zo = yo = 0. 


第 一 个 证 明 我 们 记 z = et. 若 对 于 te [-1 41], z(£) 是 z' = eg(et, z) 的 一 个 解 ， 
HWE z(0) = 0, 则 定义 在 [-s, +e] 上 的 函数 y(z) = z(z/e) 就 是 我 们 要 找 的 解 . 
考虑 fle, z) = z' — eg(et, z)， 作 为 从 R x Bi 中 (0,0) 的 一 个 邻 域 到 B = 
CE 1, 41]) 的 C? 映射 ,其 中 B, = {ze C'([-1, +1]), z(0) = 0). 因为 f/(0, 0) = 
e 我们 只 要 考虑 由 (Au)(t) = [ u(s) ds 定义 的 A : Bz > Bi, 然后 应 用 隐 函 数 定 
是 就 可 以 了 . 


第 二 个 证 明 B gl) = zg(0, 0) 是 一 个 近似 解 ,选择 某 个 充分 小 的 a > 0 使 得 
f(y) ^ v — g(r, y) Æ Bx = (y € C' (I), y(0) = 0) GX E I = [7o, +al) 中 乡 的 一 个 
名 直上 作为 取信 在 B = CU) 内 的 函数 是 可 定义 的 . BS I) - 5 as 加 是 
一 个 线性 方程 组 ,我 们 可 以 找到 A 使 得 f'A = ids,, 这 样 就 可 以 应 用 局 部 逆 映 射 
定理 

选择 在 0 点 附近 取 值 为 1 的 函数 x € Cg (R): 对 充分 小 的 es > 0, x(z/e)/ (y) 
是 Bo 中 的 一 个 “小 扰动 "， 而 我 们 可 以 找到 也 附近 的 ye Bu， 使 得 f(y) = f0) - 
x(z/e)f (3). 这 样 ,在 0 点 的 一 个 邻 域 中 y 就 是 我 们 所 要 找 的 解 

尽管 没有 前 一 个 证 明令 人 惊讶 , 这 个 证 明 给 出 了 一 个 (利用 zo 处 的 一 个 近似 解 ) 
把 zo 处 的 局 部 存在 性 问题 转化 成 Bo 里 的 扰动 问题 的 步骤 


第 三 个 证 明 我 们 来 解 方程 
vi) = f etes (0) as = fry) 


方法 是 寻找 C?([-o, al) 的 球体 B(0, 8) 中 H 的 不 动 点 . EXE, 若 6 > osup|gl, 
则 五 在 这 个 球 上 作用 , HÆ asup|gs| < 1, MW 五 是 一 个 收缩 映射 
这 个 不 动 点 方法 在 第 IILB.1 节 中 求解 双 曲 方程 组 的 时 候 是 有 用 的 . 口 


III.A.2.2 ” 非 线 性 方程 的 周期 解 
性 质 2.2 Y p: (a, b) 一 (c, d) 是 一 个 严格 递增 连续 函数 @.， 对 任意 取 值 在 
ORRE: 这 里 可 要 求 p 是 C1 函数 , 不 影响 对 下 文 的 理解 . 


: 112 . II RAEM 


(c, d) 中 的 函数 9 € Cor (连续 且 以 2r 为 周期 )， 存 在 取 值 在 (a, b) 中 的 函数 y € 
Ci, WIE y + p(y) = 


证 明 Și U C Cj 是 取 值 在 ( b) 中 的 函数 构成 的 开 集 , 并 用 f(y) =y 4- pl) 
定义 f:U 一 09.. 
a) 对 任意 的 ye U, (由 f'(y) = 一 — py ) EX B9) (y) : Cir — C2, Æ 


的 , 因为 P v pd. BI NER CREATURE 
这 一 点 (也 可 参见 下 文中 的 性 质 C.3.3.1). 局 部 逆 映 射 定理 推出 f(U) 在 C9 中 是 一 
NFE. 

b) 3t V 是 C9, 中 取 值 在 (c, d) 中 的 函数 构成 的 凸 开 集 , 因为 (UNV 2 e, f 
以 为 得 到 f(U) 5 V 我 们 只 需 证 明 (U oV 在 V 中 是 闭 集 即 可 . 

这 样 ， 设 g EV, 而 gj € f(U), gj ^ g, f(y;) = gz: 方程 V + p(yi) = 9; 表明 
p(supy;) 和 p(inf y;) 都 是 g; 可 以 取 到 的 值 . 根据 假设 , o; ([0, 27]) 和 9([0, 27]) C (c, d) 
差别 不 大 , 我 们 可 以 知道 y; 的 值 都 取 在 (a, b) 的 一 个 紧 子 集中 . 然后 根据 方程 可 以 
得 到 yslo < 常数 ， 而 且 我 们 可 以 从 序列 y; 中 找到 一 个 在 C 中 收敛 于 y 的 子 序 
列 ; y 是 周期 的 , 而 由 方程 我 们 知道 ye CL, 且 满 足 f(y) = 9 o 


这 里 我 们 看 到 , 巧妙 地 应 用 局 部 逆 映 射 定理 ,并 和 一 些 本 质 上 属于 拓扑 的 信息 结 
合 起 来 , 可 以 得 到 大 范围 分 析 的 结果 . 


III.A.2.3 一 个 非 线 性 Dirichlet 问题 的 扰动 


性 质 2.3 对 一 个 凸 的 紧 致 集 A C R4, 以 Bo(A) id AEX zo, za, z4 RAE 
续 偏 导数 的 连续 函数 空间 . 设 ve C2?2(I, R) (I = [a, 9]) 是 Dirichlet 问题 


F(x, u(x), u'(z), u"(zx)) 20, u(a) = u(b) 20 


的 解 ,其 中 F € Bo(A), A 是 全 体形 如 (v, u, u’, u) 的 点 构成 的 集合 的 一 个 紧 致 邻 
域 . 设 F-0,FL«0 MXF F 附近 的 任意 G € Bo(4), 问 题 G(x, v, v', v") = 
0, v(a) = v(b) = 0 存在 一 个 解 v. 


证 明 考虑 在 (F, u) 的 邻 域 上 由 f(G, wj(z) = G(z, v(z), v'(z), v" (z)) 定义 的 从 
Bo(A) x CG(J) 的 一 个 开 集 到 CO (I) 的 映射 f(G, v), 其 中 C2) = {u € C?(1), ula) = 
u(b) = 0). 其 微分 fL(F, u) 为 

IMOOEDEES2P i TIE, £ TE. 
车 FACE, u)w = 0, 则 根据 假设 F^, > 0, F! < 0, 我 们 知道 w 不 能 有 严格 正 的 极 大 值 
和 严格 负 的 极 小 值 ， 因 此 w = 0. 

线性 Dirichlet 问题 的 一 般 理论 告诉 我 们 f' 是 满 射 (这 就 是 所 谓 “Fredholm 两 

择 性 ”). 我 们 来 给 出 这 一 事实 的 一 个 初等 证 明 : 设 yi 和 yo 是 f2y; = 0 的 解 , 且 满 足 
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yi(a) = 0, yi (a) 1, y2(b) = 0, y5(b) = 1.57 Æ C2 (I) 中 是 单 射 表 明了 yi 和 ys 是 独 
立 的 . 这 样 我 们 就 可 以 用 常数 变易 法 找到 fy = h 的 一 个 形 如 y = ay + Byz 的 解 ， 
且 可 以 选择 a(b) = 0 和 b(a) = 0, 也 就 是 说 y € C2(1). 

应 用 隐 函 数 定理 就 可 以 完成 证 明 . 口 


IIL.A.2.4 ” 非 线性 椭圆 方程 的 局 部 可 解 性 


性 质 2.4 WE F — F(z, u(9) (al < 2) 对 于 其 n+ N 个 实 变量 (N = (n4 1)(n4- 
2)/2) 是 C%. 的 函数 . 假设 有 po € R 满足 


i) F(0, po) = 0. 


i) WF P = D 55 (0, p») 9° I, BIXI-P ce R”, 640, 


OF 
p) = 5 gg% Po) £* #0. 
lal=2 


那么 在 z = 0 的 一 个 邻 域内 ,方程 
F(z, 0*u) =0 
存在 一 个 实 值 Coo 解 如 满足 
(O°u(0))lalg2 = po. 
证 明 i üe C(R") 满足 ItO) a = po. 固定 p > 2, p 4 N, 并 记 


= {z € C*(B), 0°z(0) = 0, |a] < 2}, 
= {v € Cr 2(B), v(0) = 0}, 


其 中 B= {zr €R”, |z| <1}. 
对 于 0 点 附近 的 e € R 和 ze B, 定义 : 


fle, z)(y) = Fley, ü(ey) + e?z(y), (Và)(ey) + e(Vz)(y), (V?ü)(ey) + V?z(y)). 


这 样 我 们 就 定义 了 一 个 从 及 x Bi 中 (0,0) 的 邻 域 到 B, 的 映射 f, 满足 (0,0) = 
0. 偏 导数 75(0,0) 是 P = Y^ Toy (O, po)ó, BI P 的 主 部 . 必要 时 对 坐标 作 伸缩 


lal=2 


和 旋转 变换 ,我 们 总 可 以 假设 (至 多 差 一 个 符号 ) pa = jE 和 P» = A. 为 应 用 隐 函 
数 定理 ,我 们 需要 找到 一 个 满足 AA = id 的 映射 A: B, Bi 利用 A 的 一 个 基本 
解 ,容易 证 明 存 在 满足 A4o = id 的 Ao: Co-2(B) 一 Co(B)( 参 见习 题 A.2). 
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这 样 就 只 需 对 ve B 记 
2 
Av(y) = Aov(y) — Aov(0) — (Aow) (0) -y — (400)"(0) - ,© 
因为 
" y? " 
A (Avo) (5) = trace (Aov)" (0) = (AAov)(0) = v(0) = 0. 


于 是 我 们 得 到 满足 f(e, z) = 0 B e » 0I z, MEHR u(x) = (x) + e^z(x/e) 
是 问题 的 一 个 C? 解 . 
根据 关于 椭圆 方程 正则 性 的 标准 结果 ,我 们 知道 ve Co (参见 引 理 2.5). O 


下 面 在 附加 条 件 p > 3 的 情况 下 给 出 我 们 用 到 的 正则 性 结果 的 一 个 简单 证 明 
引 理 2.5 设 2 是 R^ 中 开 集 ,并 设 实 值 函数 ve C^(0) (p > 3) 是 方程 
F(z, O°u)=0 (lal < 2) 
的 解 ,其 中 是 其 +N 个 实 变量 的 Cee 函数 . 假设 算 子 己 = Cs (ns aula) 
| 


a|=2 
fr Q 上 是 椭圆 的 . 则 ve C%(9). 
证 明 设 zo € Q. 我 们 先 证 明 在 zo 附近 we CoU. 然后 变动 xo, 我 们 得 到 
u € CP+1(0), 然后 递归 得 到 ve C? (0). 
设 j € {1,… , nh RINE v = ju e Co (0). 对 方程 两 边 应 用 0;, 我 们 有 


Pv € C^^*(Q), 
这 样 如 果 我 们 记 和 P 在 zo 点 重合 的 常 系数 算 子 为 Po, WA 


Pov + 5 ag0*v € C7? (N), 
|a|=2 
其 中 aa € C^7?(0), au(zo) = 0. 
设 函 数 pe Cg (R7) 在 Uu < J 的 邻 域内 取 值 为 1 而 在 {lz| > 1} 上 取 值 为 
0. 对 e» 0, 我 们 定义 


Qe (x) e (=>) ;Ve = Qe, aa = 2cQa. 
对 充分 小 的 es ve € C£ (R^), a£, € C£ ?(R^), H 


Pove = 》 0&0 ve € Cj (R7). 
[o] 22 


@ 译 校 者 注 : 提醒 读者 注意 , 这 里 的 y 是 一 个 向 量 , 该 式 的 后 两 项 应 分 别 理解 为 内 积 和 二 次 型 . 
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现在 我 们 利用 第 II 章 性 质 A.2.1.1 的 证 明 中 引进 的 下 述 分 解 : Va € L%(R"), Vb € 
L®(R”), FEAT A 和 B 使 得 


ab — 》 (Sqa)ba + > (Sp+1b)ap = Ab + Ba, 


q p 


其 中 
Ve € R. AN, 4llco -co < 常数 . jlallo, Blce co < 常数 . jlbllo. 
对 a = os, b = aue 应 用 这 个 结果 , 我 们 得 到 
Pove + Teve € C^? (R7), 


其 中 
Vo € R4 \N, YaoilTsllccra co 入 常数 ，》， lasllo = O(e). 


lal=2 


考虑 Py 的 一 个 拟 基本 解 在 方程 上 的 左 作 用 ,我 们 得 到 
Ve + Keve € C? (R”), 
其 中 
Vo € Rr A N, I. Kel cesa ce+s = O(e). 
固定 。 > 0 使 得 对 于 cc = p-3 和 =p-2 有 |Kellcca ces < 1, 我 们 得 到 
€ CP?(R"), 因此 在 zo 附近 v € C?(R"), 证 毕 . 口 
iE a) 事实 上 引 理 2.5 对 于 o > 2 (甚至 p = 2) 也 是 成 立 的 ,但 是 证 明 更 具 技 
巧 性 . 
b) 为 了 简单 起 见 , 在 性 质 2.4 的 表述 中 我 们 故意 把 自己 局 限 在 2 阶 数值 方程 
的 情形 . 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 验证 这 里 给 出 的 证 明 对 于 任意 阶 椭圆 方程 组 都 是 适 
用 的 . 


I.B 应 用 不 动 点 方法 的 两 个 例子 


III.B.1 一 个 流体 力学 的 例子 
IILB.1.3 拟 线性 对 称 双 曲 组 
我 们 在 带 状 区 域 (t, x) € [0, T] x Rr 上 考虑 下 述 Cauchy 问题 : 
| Out X A;(u)ðju + B(u) = 0, 
u|i-o = uo. 


这 里 we RF, 而 A;(u) M B(u) EKR N x N HIN x 1 ER, THREE 的 值 域 的 
一 个 开 邻 域 G c RN 上 是 Co» 的 . 我 们 做 如 下 假定 
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(H) 存在 G 上 C?» 实 对 称 矩 阵 值 函 数 S(w), 使 得 

i) S(u) 2 So- id, So > 0， 

ii) S(u)A;(u) 是 对 称 的 . 

容易 见 到 对 于 上 e R"， ueG, 六 4i(u)5 的 特征 值 都 是 实 的 : 我 们 称 该 方程 组 
是 双 曲 的 . (参见 第 I Æ C.2 节 .) 

满足 (H) 的 方程 组 被 称 为 可 对 称 化 双 曲 组 (矩阵 SA; 的 对 称 性 在 这 里 是 至 为 
重要 的 (参见 第 II XE C.1.1 节 )). EB, A; 的 系数 仅 和 u 有 关 、 而 和 Vu 无 关 这 一 
事实 决定 了 方程 组 的 一 种 特殊 的 非 线 性 特性 ， 称 之 为 “ 拟 线 性 ”的 . 

这 样 的 系统 在 自然 界 中 是 存在 的 . 例如 , 在 R 中 一 个 可 压缩 流体 的 状态 是 由 
其 密度 p > 0 来 描述 的 , ERAI P (具体 什么 是 箭 在 这 里 无 关 紧 要 ) 流体 的 速度 
5 v = (v, > , v) 满足 方程 : 


LE (pv) = 0, 
apu) 3) ôt 
pvi +div (pvjv 十 pei) 20, i-—1l,:—,m, 


其 中 e; = (0, … , 1, 0, .… , 0) 是 第 i 个 基 向 量 , 而 压力 p = p(p) Æ p 的 已 知 递增 函 
数 . 在 此 情况 下 , N = n 十 1, B z0, 而 相应 的 方程 组 具有 等 价 形式 


Op 
l a; ^ dv (pv) = 0, 
DUE l CrO Pe hon I 
A +v- Voi 十 5 0, Hr p, c 
这 样 我 们 就 有 
v 0p0 
0 Ui 
= 4 》 A ? 
u= (p, v), Ai(u) Pur xg 
0 
而 
c2 
2 
0 
sQ-| ^. 
0 p 


我 们 提醒 读者 注意 ， 强 制 性 (coercivity) 假设 (H) 只 有 当 密 度 p 被 一 个 正 实数 从 
下 方 控制 的 时 候 才 成 立 . 为 做 到 这 一 点 ,我 们 要 人 么 在 [0, T] x 上 解 方程 组 (这 里 
T^ 是 nn 维 环 面 ), 要 么 引进 R^ 上 某 种 适当 的 局 部 Hs 空间 (参见 [Ma1]). 
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注意 到 这 两 个 方程 实际 上 是 质量 和 动量 的 守恒 律 的 数学 描述 : 它们 的 一 个 特点 
在 于 用 到 了 散 度 . 这 样 的 系统 是 一 种 非常 有 趣 的 拟 线性 方程 组 ， 称 为 “守恒 律 方程 
组 ”. 读者 可 以 在 [Mat] 找到 这 一 理论 的 介绍 . 这 里 我 们 将 不 会 用 到 这 个 例子 的 这 一 


IIIB.1.2 解 关 于 时 间 的 局 部 存在 性 


定理 1.2 设 方程 组 (*) 满足 条 件 (H). 若 uo € H5, s € N, s > n/2- 1, WEE 
T>0 和 (*) 的 一 个 解 we Lee ([0, T]; H3) n Lip([0, T]; Hs-!). 


如 果 我 们 把 (x) 和 II. A 节 中 性 质 A.2.1 做 比较 ,我 们 注意 到 下 述 本 质 区 别 : 我 
们 不 能 利用 隐 函 数 定理 (的 第 一 种 和 第 二 种 证 明 ), 因为 (利用 III.A.2.1 中 的 记号 ) f 
作用 下 的 光滑 性 “损失 ”不 能 够 通过 解 线性 化 方程 f; “ 补 全 ”回来 . 然而 隐 函 数 定理 
的 第 三 种 证 明 可 以 用 在 这 里 : 我 们 用 


S(uf)ðsu t! +Y S(ut)Aj(uf)ðjuttt + S(uf)B(uă) «0 
oed EN L— S6, ,., U0, 


(ee 


定义 序列 {u"}ne n, EF u? = Se, uo. 

这 里 So 是 Sobolev 空间 H* 上 的 一 族 光滑 化 算 子 ， 具 有 第 I 章 A 节 性 质 1.6 
中 所 描述 的 性 质 , 这 里 0, Z +o 是 一 个 待定 序列 . 事实 上 ，(**) 表示 在 每 一 步 我 们 
都 在 解 一 个 和 “真正 的 ”线性 化 系统 w RÆ 0 阶 项 的 (对 称 ) 线性 ( 双 曲 ) 方程 组 ， 
这 些 0 阶 项 是 无 关 紧要 的 . 把 wo 替换 为 Se. uo 的 目的 就 是 为 了 得 到 Co» 类 函数 
好 ,这 样 所 考虑 的 微分 方程 组 就 具有 Co^ 系数 ,这 样 的 方程 组 总 是 更 加 容易 求解 的 . 
这 里 ,所 谓 “ 不 动 点 ”方法 即 是 把 过 程 (**) 具体 写 出 来 . 

余下 的 步 又 是 证 明 函 数列 vu* 的 存在 性 和 收敛 性 . 这 个 证 明 将 用 到 下 面 两 个 (在 
第 II 章 中 部 分 证 明 的 ) 结论 : 

i) 对 称 双 曲 组 L = S0, + Y; 450; 的 Cauchy 问题 在 Co» 中 有 解 ， 且 具有 “能 量 
估计 

T 
co supe ^*|u(t, -Jlo < |u(0, -)|o «f e "Lut, -)|o dt, 


其 中 S > co > 0,0 A 满足 2co 和 > Bava- «| . (WS II XE C.1.1 和 C12 
0 


t 
Tq.) 

ii) 我 们 有 第 II 章 A2 节 中 建立 的 非 线性 函数 的 “线性 ”估计 . 

我 们 把 证 明 分 成 两 个 部 分 来 讲 : 对 u^ 的 “大 范 数 ”控制 和 “小 范 数 ”下 的 收 

事实 上， 我们 将 证 明 uh — 是 一 个 收敛 级 数 : 而 唯一 可 能 的 途径 是 作 相 
应 的 方程 (**) 之 差 ， 并 利用 能 量 估 计 0; 这 样 做 的 时 候 我 们 假设 系数 Slut) 和 
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S(u*)A;(u*) 对 于 Lipschitz 范 数 是 有 界 的 : 因此 这 是 u^ 在 (E Lipschitz 范 数 更 
强 的 ) “大 范 数 ” 下 的 一 个 界 ,我 们 这 就 来 建立 它 . 

III.B.1.3 “大 范 数 ”控制 

这 里 所 谓 “ 大 范 数 ”是 指 


lllls = lullls, r = sup Juf, -)ls 
telo, T] 


(这 里 的 s 和 定理 1.2 中 的 s 是 同一 个 ). 
这 个 范 数 非常 适合 能 量 估计 ji 的 形式 , 而 且 由 于 s > n/2+1, Vzullo € CllIullls 
(参见 第 II 章 性 质 A.1.4). 我 们 (对 于 某 个 待定 的 6 > 0) 做 如 下 归纳 假设 : 
(Hy) XIF OSLIS k, lu — Sauo||,,r « 9. 
我 们 将 证 明 对 于 适当 的 6, 09 IT, (He) > (Herri) (注意 根据 w? WE, (Ho) 成 立 ). 
a) 先 来 确定 我 们 的 确 能 够 解 Qe): 因为 uo AR, ulz, t) 取 值 在 G 的 一 个 紧 
子 集 K 中 ; 若 0o 和 1/6 ZOR, ut 就 取 值 在 G 的 某 个 固定 的 紧 子 集中 , HERE E 
^H S(u) 2 co. 
b) 引进 vtt! = ukt! 一 Sovo, 它 满足 方程 组 


nR 4 34 (uF)0;v**! = — B(uF) 一 54; (u*)8; Sg, uo 
v" |, 一 S6, ,, Uo I Se, uo. 
为 计算 [llt ll, 我 们 考虑 92v*+1(|a| < s) 所 满足 的 方程 组 : 
S(u*)8,0gv*** 十 》 "(SA;)(u*)8;0g v^ 
= -S(u*)az (B(v*)) - s(u*)ag [Y A;(v*)6;5o,uo) 
—S(u*) > (2 (A;(uF)8jv*) — A;(uF)8508 v^ ) = F, (13.1) 
Oz v" |o -: Oz {Sor uo — Se, uo). 
这 样 由 前 述 结论 ii) 就 可 以 推出 下 述 引 理 . 
引 理 我 们 有 估计 |F(t, )]o < C(1 十 |v*+1(t, )],), 其 中 C 5 T, k XX. 
证 明 F 的 前 两 项 为 一 常数 所 控制 . 而 第 三 项 可 以 写作 (至 多 差 一 个 有 界 因子 
S(u^)): 
Yo s9(A;(u)02 P8; ; 
a2B,|8|21 
我 们 可 以 把 第 II 章 性 质 A.2.1.2 应 用 于 函数 (A; (u*)) 和 5juk+l( 对 于 指标 s — 1), 
由 此 得 到 各 项 的 L? 范 数 的 估计 (& 是 一 个 和 88“ 无关” 的 导数 ): 我 们 得 到 


Ilo < C (là CA; (U) lolu" |. + 31A; Qu^)], 11059 lo). 
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因为 ||u* llo < 常数 ， 


là. CA; (u))llo = |4; (u)8rullo < 常数 - llaru" lo 
< 常数 - [iu^ |l. 
< 常数 ， 
且 根据 第 II 章 性 质 A.2.2 有 |8.4j;(wx)|s-1 < 常数 (1+ llull) < 常数 ， 最 后 ， 
lazot lo < 常数 -orts 引 理 证 毕 . 口 


本 引 理 中 F 的 估计 的 “线性 ”本质 是 定理 的 证 明 的 核心 ,因为 它 使 得 我 们 可 以 
用 下 面 c) 中 将 要 解释 的 一 系列 “把 右边 吸收 到 左边 ”的 过 程 来 控制 [o^ [Ls 

c) 为 了 将 能 量 不 等 式 i) 应 用 于 (1.3.1), 我 们 注意 到 3u" + Y A; (u^ 1)0;u* 十 
B(u*-1) = 0 fl (Hy) 能 够 推出 ||Ou*|o < 常数 , 这 样 就 有 [|a (S (u*)) — 1/2div (SA 
(u*))llo < 常数 . 

对 于 充分 大 的 入 > Xo, 我 们 有 


T 
co supe [92v (t, | — Seuls - f e-M|F(t, lo dt 
0 
< 01 + CT sup {e (1 4- |o (t, 3I ; 


其 中 对 于 充分 大 的 09,01 可 以 取得 充分 小 , 且 独 立 于 k, KAH 0 — oo 时 [Sgug 一 
uols — 0. 在 对 于 |a| < s 和 入 = Ao 所 得 到 的 不 等 式 的 基础 上 , 我们 可 以 选择 充分 小 
的 T 和 充分 大 的 09 以 得 到 (Hk). 


II.B.1.4 “小 范 数 ”下 的 收敛 性 
通过 做 减法 , 我 们 得 到 : 


S(u*)8,(uF*! — u^) + $ (545) (uN) (ut — u^) 
= -[S(u*) — S(u**)]&yu* — $1(SA;)(u*) — (845) (u^! )]8ju* 
-[(SB)(u*) - ($B)(u*-1)], 


(uF*! E u^)|;—o E (3o... Se, )uo. 
能 量 不 等 式 i) 再 一 次 提供 了 ukt — uh 的 “小 范 数 ” 控制 : 
co Sup e M(u et is u*)(t, -Jlo < l(Se,,, — Se, )uolo + ge e^^M|(u* t u*-ly(, -)[o dt. 


因为 ak = [S5,,,uo 一 So, uolo & 常数 0,5 (0x41 — 0x)|uols, 几乎 所 有 的 Ox (例如 
Ok = k) 都 会 使 级 数 ax 收敛 . E T 充分 小 ,我 们 得 到 


sup (u** — u")(t, )lo < Csup|(u* — ut, -)lo + ox; 


其 中 固定 的 常数 C < 1, 由 此 得 到 ,在 Lo (0, T]; L2) 中 ut KAF u. 
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IIH.B.1.5 解 的 光滑 性 和 结论 


因为 u*(t-) 在 Hs PAR, HE L PRAF w(t, -), 我们 实际 上 得 到 w € 
L®([0, T]; H°) (根据 一 个 经 典 的 推理 过 程 : 存在 u* 的 一 个 子 列 , 在 Hs PRAKA 
v e Hs; 在 分 布 意义 下 极限 是 唯一 的 ,， 因此 u = v). 由 范 数 | |, 的 凸 性 , 我们 得 到 对 
于 任意 的 s <s, |(w* —u)(t, ))» 一 0: 因为 s>n/2++1, 我 们 可 以 选择 s > n/2+1, 
这 样 就 得 到 we C((0, T]; C1) 是 (*) 的 一 个 (经 典 ) 解 . 

利用 方程 我 们 也 可 以 得 到 u € Lip([0, T]; Hs-1)， 事 实 上 ,我 们 可 以 证 明 u € 
C([0, T]; H°) n C* ((o, T]; H*). 


III.B.2 S$EBBE A [5] RH 
II.B.2.1 简介 


设 M 是 一 个 紧 致 Co 流 形 ,9 是 M 上 的 Riemann 度量 , 即 在 一 个 局 部 坐标 系 
(zi, …，zn) 中, g 是 一 个 二 次 型 g = 9ij(z) dz; dz. 我 们 对 于 一 个 适当 的 N dX 
一 个 单 射 w: M — RI 使 得 
Ou Qu 
gij — zi : B77 
BB, g 通过 u 和 RN (连同 其 上 常用 的 内 积 , 记 为 “” 或 (, )) Æ uM) 上 诱导 的 度量 
相对 应 . 
下 述 三 个 相当 初等 的 事实 让 我 们 可 以 把 这 个 问题 简化 为 一 个 扰动 问题 . 


i) 只 要 在 需要 的 时 候 把 N 变 大 ,我 们 没有 必要 担心 u 的 单 射 性 (参见 习题 B.1) 


ii) (对 于 某 个 固定 的 N) 所 有 形 如 (2.1) 的 度量 全 体 在 Co». 度量 空间 中 是 稠密 
的 (习题 B.2). 


i) Wt uj : M > R (j = 1, 2) Æ C! W, H u: M > RNtN H u(x) = 
(tiui(z), tzus(z)) 所 定义 , 则 相应 的 度量 满足 g = 1291 + 293. 


假设 对 于 某 个 go 附近 的 9 我 们 知道 如 何 解 方程 (2.1): 那么 对 任意 的 g, 我 们 选 
FE to 使 得 好 go < 9 然后 g = t&(go + f) + (g — tgo — t$ f); 根据 说 ,可 以 取得 足够 
小 , 使 得 g2 = 9 一 如 go — tf. 可 以 对 于 u = ua 表示 成 (2.1) 的 形式 ; 这 样 , 根据 假设 ， 
91 = go 十 了 可 以 由 某 个 u 来 表示 , 根据 iii), g 可 以 由 (toui, u2) 表示 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 承认 (这 并 不 困难 ) 下 述 事实 : (通过 把 M RAAE KHIR 
面 中 ) 我 们 总 能 够 把 问题 归结 到 M. 是 n 维 环 面 T^ = R^/Z^ 的 情形 . 这 使 我 们 可 
以 有 M 上 的 整体 坐标 , 并 给 (2.1) 以 一 个 明确 的 意义 . 


IILB.2.2 ”简化 为 一 个 不 动 点 问题 


在 II.B.2 中 我 们 看 到 如 何 将 一 个 任意 的 M 的 等 距 幅 入 问题 化 简 为 下 述 问题 : 
对 M = T^, 和 (待定 的 ) go 附近 的 o, 寻找 满足 (2.1) 的 u. 


( 简 记 为 g= tuwu’), (2.1) 
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现在 我 们 可 以 来 陈述 下 面 的 定理 . 


定理 2.2 设 go 是 由 一 个 自由 嵌 人 wo 诱导 的 度量 . 对 于 任意 的 p > 2 (p d N) 
和 go 附近 的 C^ 类 度量 g, 问题 有 一 个 Ce KRA u 作为 解 . 


所 谓 “ 自 由 能 人”, 是 指 满足 : 
向 量 Ojuo (i— 1, --,n) 和 82uo (1 <ij<n) 独 立 (2.2.1) 


的 映射 uo: M 一 RN. 容易 知道 这 样 的 wo 确实 存在 (习题 B.3). 为 证 明定 理 , 我们 
iG u = ug +v, g = go + h, EZ Zr (0;u, Oju) = gi 可 以 写作 


(8;uo, Ojv) + (8juo, Av) + (Oiv, 3jv) = hiz. (2.2.2) 
然后 我 们 用 下 述 引 理 
引 理 设 和 = 于 2? 是 M 上 的 Laplace AF, 我们 有 等 式 
(1 — A) (iv, 05v) = di filv) + 8; fi(v) + rijv), 


其 中 fi) = 一 (Av, div), rij(v) 是 一 个 关于 导数 vlla < 2) 的 ( 常 系数 ) 二 次 多 
项 式 . 


证 明 我 们 有 
(1 — A) (ðv, 85v) = —(8iAv, 3j) — (8iu 0;Av) + Bao 的 二 次 多 项 式 
= —Ó;(Av, 0;v) 一 O;(0;v, Av) 十 rij(v). N 
这 样 方程 (2.2.2) 就 可 以 写成 


bi(aiuo v) + 8; Fi(v) + Oi(Ojuo, v) + AF; (v) — 2(02,uo, v) = hij — Ra, 
其 中 我 们 记 RK(v)-(20-A) fiw), Rg = (1 一 和)-1rij, 这 样 只 需 解 方程 组 
(v, diuo) = —Fi(v), 
(v, fus) = Tita, 


. 以 M (uo)v id ðjuo, Zuo 的 唯一 满足 


(2.2.3) 


(v, Biuo) = wi, (v,O7uo) = wig (利用 (2.2.1), 


的 线性 组 合 . 这 样 方程 组 (2.2.3) 最 终 可 以 被 写成 “不 动 点 ”的 形式 


| -F;(v) 
v = M(uo) | Rij — hi; | ^ G(v). (2.2.4) 
2 
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我 们 立即 可 以 得 到 G 把 C? 映 到 它 自身 , 因为 (1 一 和)-!, 作为 一 个 -2 阶 拟 微分 算 子 ， 
把 C^-? 映 到 C^. 而 且 , 对 于 充分 小 的 R > 0, G 是 球体 BR = (v € C^, [v|], < R} 
上 的 一 个 严格 收缩 映射 ， 即 对 于 某 个 C < 1,|G(v) -GOl < Cllvlls, 因为 f; M ry 
关于 v 是 二 次 的 , 这 就 得 到 (2.2.4) 的 一 个 解 的 存在 性 . 口 

事实 上 ,这 里 所 描述 的 简化 过 程 只 是 最 近 才 被 发 现 (参见 [G]). 等 距 戏 和 问题 最 
早 是 Nash 于 1956 年 利用 迭代 方法 解决 的 , 到 1961 年 Moser 重 又 拾 起 这 套 办 法 , 此 
后 这 就 被 称 作 “Nash-Moser 方法 ”. 尽管 最 终 证 明 这 一 方法 对 于 最 初 导 致 人 们 引进 
它 的 问题 并 无 多 大 用 处 , 它 仍 是 研究 扰动 问题 的 一 个 基本 工具 . 在 最 后 一 节 中 我 们 
将 介绍 这 一 方法 , 及 其 对 于 等 距 租 入 问题 和 环 面 上 向 量 场 的 扰动 问题 的 应 用 . 


II.C Nash-Moser 定理 


III.C.1 简介 

设 M 是 一 个 紧 致 Ce 流 形 ,并 设 o 是 定义 在 Co(M, R) 的 一 个 开 集 UV ER. 
取 值 在 C^ (M, R3?) 中 的 映射 

我 们 首先 来 复习 若干 微分 演算 中 的 概念 . 一 般 来 说 ， 对 于 R 上 两 个 拓扑 线性 空 
间 Ei, E2, UR E, 中 的 开 集 U, 我 们 称 连续 映射 D: U — E; 是 C1 类 的 ,如 果 存 在 
对 于 第 二 个 变量 线性 的 连续 映射 ， 


' : U x Eı — Ez 
(u, v) 5 9'(u)- v 


使 得 
Vu € Ej, Ww € Es, lim z(u + tv) — (u)) = 9'(u) - v. 
XIF k22,C* 类 映射 可 以 递归 地 定义 , 即 更 是 C* 的, 若 亚 ' 是 C*-! 的 , 且 依 惯例 ， 
我 们 记 
k 


(k) (u) - (v1, =- , vx) Otx $(u + tivi + + | t 0- 


» 0 
Oti:. 


细心 的 读者 会 注意 到 ,如 果 限 制 在 赋 范 空间 的 情形 , 我 们 并 不 能 得 到 经 典 意义 
下 的 C* 映射 的 概念 ,而 会 得 到 一 个 更 广 的 概念 . 在 这 里 我 们 并 不 想 对 于 这 种 差异 做 
更 细致 的 分 析 ， 所 以 我 们 仅 指 出 , 这 里 引进 的 概念 既是 容易 操作 的 ,也 能 够 很 容易 
地 对 Coo 函数 空间 上 所 有 经 典 的 泛 函 的 例子 加 以 验证 . 
结束 这 段 小 插曲 ， 回 到 我 们 的 问题 上 来 : 假设 o 是 C^ 类 的 , 我 们 的 目的 是 解 
方程 
$(u) = (uo) + f, (*) 


其 中 uo € C? (M, RP) 和 “小 ”扰动 都 是 给 定 的 . 
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需要 用 Nash-Moser 方法 来 解决 的 典型 例子 是 当 线性 化 方程 
(ujv =g (**) 


只 能 在 有 很 大 的 “导数 缺失 ”的 情况 下 求解 的 时 候 . 为 了 衡量 这 种 缺失 ， 我 们 将 不 
RE A 和 B 部 分 中 那样 只 考虑 单个 Banach 空间 ， 而 是 考虑 一 族 递 降 的 空间 A, 
(0 < s < +co), 具 有 范 数 | |。 HEX nA, = Coo. 最 常见 的 例子 是 A = Cs (Hölder 
空间 ) 或 A, = Hs (Sobolev 空间 ), 都 是 利用 坐标 图 定义 在 M EH. 

我 们 假设 有 @'(wv = g 的 解 v ( 记 作 v = yw(w)g), 对 于 某 个 固定 的 u, ( 某 一 有 限 
区 间 内 ) 任意 的 s 和 固定 的 数 n, 满足 形 如 


LP < Clgls--: 


的 估计 . 在 此 情况 下 ,我 们 称 方程 在 “缺失 r 次 导数 ”意义 下 求解 (对 于 一 般 的 一 族 
空间 4。 这 种 说 法 没有 任何 具体 意义 , 但 在 这 里 无 关 紧要 ). 

事实 上 , 我 们 将 看 到 在 求解 (*) 的 过 程 中 我 们 只 要 处 理 Coo 函数 就 可 以 了 : 这 
样 , 我 们 所 说 的 并 不 是 v 相对 于 9 的 光滑 性 缺失 ， 而 是 失去 关于 光滑 性 的 信息 . 

如 果 我 们 对 指标 s € [0, s+] 具有 关于 [uo], 的 信息 , 那么 对 于 wi 我 们 就 只 对 于 
指标 [0, s+ — r] 有 相应 的 信息 ,对 uo. 只 对 于 指标 [0, s+ - 2r] 有 相应 的 信息 ， 依 此 
类 推 (其 中 uo, ui, u2, … , un > u 是 为 了 求 u 得 到 的 逐 级 近似 ). 这 样 若干 步 之 后 
我 们 就 会 失去 所 有 的 信息 . 

mE, 这 一 “精度 缺失 ”r 还 要 者 加 上 在 求解 Qe) 的 过 程 中 造成 的 对 方程 的 系 
数 ,也 就 是 u 的 缺失 r. 例如 我 们 可 以 假设 v = v(u)g 对 于 固定 的 r,r 以 及 任意 的 
s 满足 形 如 

Ivls € C(lglser + lgl (1 + [uls+r)) (* x) 


的 估计 . 因为 我 们 采用 的 是 ( 稍 加 修正 的 )Newton 方法 ,利用 (un) 来 计算 uni, f 
一 步 求 出 的 解 都 是 下 一 步 的 系数 , 这样 对 每 一 步 信息 区 间 长 度 的 减少 都 要 把 ^ 和 
FE. 

正 是 这 种 相对 于 空间 族 4。 的 导数 双重 缺失 决定 了 Nash-Moser 定理 的 适用 性 : 
粗略 地 说 ， 只 要 缺失 > 和 ” 是 固定 的 就 行 , 这 个 时 候 我 们 称 (* * *) 是 一 个 “柔性 估 
Y". 需要 提醒 大 家 注意 , 这 种 柔性 是 依赖 于 空间 族 4。 的 : 对 于 给 定 的 问题 , 我 们 一 
般 不 能 肯定 相应 的 空间 族 是 否 存 在 , 即便 已 经 知道 了 一 个 这 样 的 空间 族 , 我们 完全 无 
法 知道 是 否 存 在 另外 一 族 空间 具有 更 小 的 缺失 ,或 者 干脆 可 以 应 用 普通 的 不 动 点 定 
理 . 

我 们 将 对 于 两 个 经 典 的 例子 讨论 “导数 缺失 ”(C.2 节 ), 而 在 C.3 节 我 们 将 看 到 
为 什么 很 多 非 线性 算 子 都 可 以 在 常用 的 函数 空间 上 做 柔性 估计 . 

最 后 , 在 III.C.4 节 我 们 将 描述 解 (*) 的 过 程 : Newton 方法 结合 上 对 函数 做 光 
滑 化 . 
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IILC.2 ”两 个 经 典 的 例子 

IILC.2.1 环 面 上 一 个 常 向 量 场 的 扰动 

在 环 面 T" = R"/Z" 上 ,我 们 取 R" 诱导 的 局 部 坐标 系 . 考虑 一 个 常 向 量 场 we 
R", 用 一 个 f: T — R" 来 做 扰动 ， 并 假设 这 个 扰动 是 “小 ”的 .我 们 想 知道 向 量 
场 w+ 了 的 积分 曲线 的 微分 方程 E = w + f(z) 等 价 于 未 扰动 时 的 积分 曲线 方程 
dz 
"dt = W. 

更 加 明确 地 说 ,我 们 想 知道 是 否 存 在 一 个 接近 恒 等 映 射 的 微分 同 胚 U : T 一 
T", 使 得 (U1)w =w + f?? (RITE U =id+u, EP u: T 5 R^ 是 一 个 小 扰 
动 ,我们 约定 u(z) 和 它 在 T^ 中 的 像 通过 典 则 映射 r : R” >T = R"/Z" 等 同 起 
来 .) 

首先 , n = 1 而 了 常数 时 , 只 要 S Ao, 问题 就 无 解 ; 我 们 必须 给 f 加 上 
一 个 适当 的 积分 条 件 . 为 此 , 我 们 引进 n 个 向 量 场 pis … , pw € Ce(T", R7) 使 得 
/pide 是 相互 独立 的 ,并 对 于 te Rn, U=id+u REX 


&(u, t) = (UH) w+ tjp; 
我 们 需要 解 的 方程 (*) 就 是 
$(u, t) = (0, 0) + f, 
这 意味 着 U 的 共 轿 作用 把 w ZR w+ f — E tpj. 
在 II.C.4 节 中 我 们 将 证 明 下 述 定理 : 


定理 ”存在 一 个 C%(T", R?) 中 0 点 的 邻 域 W, 使 得 对 于 任意 的 向 量 场 f e W, 
存在 接近 0 的 te R” 和 一 个 接近 恒 等 映 射 的 T* 上 微分 同 胚 , 把 o f — tip 共 
HRAJ w. 


现在 我 们 来 描述 这 个 问题 中 出 现 的 “光滑 性 缺失 ”. 
a) 首先 计算 e'(0, 0)(v, t): 记 U = id +v, RA 
&(v, t) — $(0, 0) = U'(U  )u + X` tjp; -w 
=v (Uw +) ,tip; 
= v' (w) T S tpi 十 名 的 二 次 项 ， 
这 样 e'(0,0)(v, t) = w(v) + E tipp RP wo) 表示 向 量 场 w 对 v 的 微分 作用 
ðv 
w(v) = y» x) 


@ 译 校 者 注 : 这 里 U'(U-1)o 是 指向 量 场 w 在 U 的 线性 化 映射 下 的 像 , 即 Uso. 
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b) JT T 上 的 常 系数 方程 w(v) =h, 我 们 将 两 边 都 作 Fourier 展开 
h(z) = 5 hpe”” k2) v(x) = 5 vpe” o) 


kez” kezn 

方程 就 化 为 

Vk eZ”, hy — 2in(k, w)vy. 
特别 我 们 有 ho = 0 ( 即 上 人 hdz = 0); 在 此 情形 下 方程 9'(0, 0)(v, t) = g & wv) = 
s- Yo = 性 这 样 我 们 就 要 求 | gås- t; 人 vids, 我 们 知道 具有 唯一 一 组 
t; 满足 这 一 条 件 . 选择 这 样 的 tj, 从 现在 起 我 们 假设 

Vk € Z”, k # 0 = (k, w) £ 0. (2.1.1) 
在 此 假设 下 ,存在 由 下 式 给 出 的 唯一 的 wk: 


u 01 hk 
vo =0, v&-— pe (k, w) (k 天 0). 


然而 , 尽管 我 们 有 (2.1.1), (k, w) 还 是 可 以 非常 之 小 : 我 们 称 之 为 “小 除 子 ”. 

c) 我 们 来 讨论 假设 (2.1.1). 一 个 经 典 结果 (习题 C.1) 是 这 个 假设 等 价 于 方程 
Z = w 的 每 一 条 解 曲线 在 T* 上 都 是 稠密 的 . 

此 外 ,为 了 得 到 w 的 一 个 合理 的 控制 , 我们 还 希望 把 (2.1.1) 加 强 为 


Jr»0,VkeZ",kz0, \(k, w)| > Er (2.1.1 


这 是 下 述 引 理 的 讨论 对 象 . 
538 若 r> 允 一 1 对 几乎 所 有 的 o eR", 存在 C = Cu, 使 条 件 (2.1.1) 成 立 . 
WEBB 对 于 一 个 固定 的 球 B, 和 Bre e= {w € B, |(k, w)| < elk|-"}. 因为 @ 


m(Br, e) < ÆR e|k| 7 7, 


我 们 有 
m (UxzoBx,e) « 常数 . e» Ik 71 < 常数 .6， 
这 样 
m (n U 2 = 0. 
E>0 k#0 


@ 译 校 者 注 : 这 里 m 表示 Lebesgue 测度 . 
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d) 我们 来 估计 v; 注意 到 


v= h; * E,O 
其 中 
hs = > Ikl h.e? 05 2) 
kz0 
n 1 1 
E _ ,2in(k, z) . 
Ee 2. 2m. (k, w)|k|s 


WR E ERR, 通过 直接 计算 hE, 我 们 得 到 ， 在 Hólder 范 数 下 , |vlla < Cllhslla, 
和 ||hs|la < Cllhlla+s, 因为 hs = c h (参见 习题 A.2). 

最 后 , 下 述 引 理 (习题 C.2) 告诉 我 们 对 于 哪些 s 的 值 , 函数 E 是 可 积 的 : 

引 理 若 w 满足 (2.1.1), Hi£is»T»mn-1, W 

1 
—— < +00, 

» Ke, w)||kls 
H E EER. 

综 上 所 述 ， 我 们 有 下 述 估计 : Æ s > r+， 则 对 于 任意 g, (*) TE 0 点 的 线性 化 方程 
9 (0, 0)(v, t) = g 存在 解 (v, t), 满足 

lvlla + |t| < Cllglla+s- (2.1.2) 

在 这 个 例子 中 , 我 们 看 到 “精度 的 损失 ”可 以 非常 之 大 , EL (通过 “小 除 子 ”(k, w) 
的 值 ) 依赖 于 w 的 选取 . 

III.C.2.2 用 Nash-Moser 技巧 来 处 理 等 距 藤 入 的 例子 


尽管 B.2 节 中 的 问题 有 一 个 “简单 ”解法 ,我 们 认为 简单 介绍 一 下 Nash 的 原始 
证 明 思 路 还 是 有 启发 作用 的 . 
根据 B.2 节 , 需要 求解 的 方程 是 


gu) = guo) + f, (X) 
其 中 gu) = tu'u’, 而 uo EA BRA. 
$ XT u 的 导数 是 
9 (ujv E tav 十 uw. 


@ 译 校 者 注 : 这 里 我 们 是 在 环 面 上 对 相应 的 Haar 测度 (和 Lebesgue 测度 相同 ) 做 卷 积 . 
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为 了 解 方程 wy (wo = g (其 中 g 是 对 称 的 )， 我 们 附加 方程 twv = 0， 微 分 后 得 到 
wu 十 tuv = 0; 这 样 只 需要 选取 v 使 满足 twv = 0 和 tuv = zi u Ñ uo 
很 接近 ， 这 些 方程 构成 了 一 个 最 大 秩 的 线性 方程 组 ,那么 只 要 我 们 所 选取 的 v 是 在 
(线性 独立 ) 向 量 aju, 02,u 所 张 成 的 空间 里 , 解 就 是 唯一 的 . 

于 是 d'(u)v = 9 的 解 具有 形式 v = M(u)g, 其 中 M(u) 是 一 个 系数 是 作用 在 u 
上 的 二 阶 算 子 的 矩阵 . 

这 里 ,“ 导 数 的 缺失 ” r = 2 来 自 线性 化 方程 的 系数 中 含有 的 初 值 ; 根据 第 II 章 
性 质 A.2.1.1, 我 们 有 估计 


lulls < Ce(llglls + llgllollul]s+2). (2.2.1) 

III.C.3 ”柔性 估计 

我 们 首先 引进 柔性 映射 的 概念 . 

III.C.3.1 柔性 映射 

我 们 知道 ,wo。e C~(M) 在 C^ (M) 中 的 邻 域 同 时 也 对 于 某 个 适当 的 u 来 说 也 
是 C" 中 的 邻 域 ; 我 们 称 之 为 uo 的 一 个 u- 邻 域 . 

定义 Budu) 是 从 C^ (M, R) 中 开 集 U 到 Cee(M, R9) 的 连续 映射 . 我 
们 称 更 是 柔性 的 ， 若 对 于 任意 的 uo € U, 存在 uo 的 邻 域 V,b > 0,r > 0， 和 常数 
C,, 使 得 

Vu € V, Vs Z b, Ie (u)]; € C,(14 luls+r). 

注意 到 这 里 的 估计 并 不 是 在 整个 U b, 而 仅仅 是 在 V 上 成 立 , 且 其 中 的 系数 
Cs, b 和 T 可 能 依赖 于 o 和 V. 

为 简单 起 见 ， 在 这 里 我 们 只 给 出 了 对 于 C (M) 上 映射 的 相关 定义 ; 它 可 以 延 
拓 到 同类 型 的 更 大 的 函数 空间 上 去 (参见 [H7, H9]). 我 们 把 下 述 两 个 性 质 留 做 习题 
(习题 C.3 和 C.4) 

性 质 3.1.1 两 个 柔性 映射 的 复合 还 是 柔性 的 . 

性 质 3.1.2 ARERI o 是 柔性 的 ， 则 存在 C,, b 和 r 使 得 


VuEC™, s >b, |E(u)|s < Csluls+r. 


柔性 映射 定义 的 关键 之 处 在 于 我 们 要 求 有 一 个 对 于 范 数 julen 的 线性 估计 ， 尽 
管 一 般 说 来 更 是 “ 非 线性 ”的 .而且 , 只 要 ue Y， 这 一 估计 就 对 任意 的 s UR, 
这 样 就 只 牵涉 到 u 的 有 限 多 阶 导数 . 


例 设 下 对 于 它 的 各 个 变量 都 是 C” 函数 , 且 记 


$(u) = F(x, u, , u(9), ...), 
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其 中 心 是 M 上 实 值 C^» 函数 , H u(9? = 02u, |o] < m. 

映射 o 是 柔性 的 ,因为 对 于 uo, 在 以 wo 为 中 心 的 一 个 C™- 球 中 , 根据 第 II 章 
性 质 A.2.2, 我 们 有 估计 (对 于 s > 0) |9(u)ls < Cs(1 + luls+m) (在 C° 范 数 或 者 Hs 
范 数 下 ). 


我 们 将 看 到 ,事实 上 许多 自然 的 非 线性 映射 都 是 柔性 的 . 


III.C.3.2 ”一些 自然 的 柔性 映射 


我 们 已 经 知道 (第 TI 章 性 质 A.2.1.1 和 性 质 A.2.2), 乘 积 w 和 复合 F(u) (F € 
C”) 对 于 Hólder 和 Sobolev 空间 都 是 柔性 的 . 

在 实际 应 用 中 ,另外 两 种 情况 也 是 有 用 的 (参见 第 II 章 关 于 整数 指数 Holder 空 
间 的 注 A.1.5). 

性 质 3.2.1 a1 Hu, vec, Muovece H 


luo vlla < C(llullalvl? + lullillvlle + lullo). (3.2.1) 


证 明 根据 关于 两 个 函数 乘积 的 不 等 式 ,我 们 有 : 


í 


luo vlla < lullo + Nw o v)v' la- 


< C(llullo + llu o vailv llo + llu" o vllollv la) 


最 后 一 项 可 以 由 lulilola 所 控制 . 若 o < 2, |u ovla- < Cllullallvi| t, 这 样 此 时 
性 质 成 立 . 若 a > 2, 假设 (3.2.1) 对 于 a 一 1 已 经 得 到 证 明 , 我 们 有 


lw’ o vlla ili lo < CClw laa vll + Hel leoi bois + lllolloll), 


这 样 余下 的 工作 就 是 给 出 中 间 那 一 项 的 一 个 上 界 . 但 是 根据 凸 性 (第 工 章 A.1.5 节 ) 


zb 


lplele sol < © (laf pi) (ot e£) oh 
< Clu lloll) 7 (hllalivllf) ^; 
再 利用 a^61—^ < C(a + 中 ,我们 就 得 到 (3.2.1). 口 
性 质 3.2.2 设 B, 和 B: 是 R” 中 两 个 凸 紧 集 , 且 wv: Bi 一 Bo, f :B22 一 RR" 
满足 对 于 ze B1, 有 f(wu(z)) = z. 那么 对 于 a > 1, RITE 
lulla < Clflla, (3.2.2) 


其 中 C 只 依赖 于 a 和 lul fll: 的 一 个 界 . 
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证 明 我 们 有 f'(u(z))u'(z) — id, 这 样 w = (fou): 因为 AITTE A) 
映射 A= 4-1 是 Coe 的 , 我 们 得 到 


lulla < lullo + lw la < CA + If" oula-1) € Cf'o ulla-i; 


因为 在 任何 情况 下 都 有 Ifl > 常数 > 0. 不 仅 如 此 , 24 a -1 < 1 时 ,直接 由 定义 可 
以 得 到 


|f o ulla- < CA + Ilf lai)?") < CN 
这 样 就 得 到 (3.2.2). 若 a > 2, 性 质 3.2.1 给 出 
IF e ulla- < CUF lai lul + IF hlula- + Ifl), 
且 中 间 项 可 以 通过 递归 方式 由 Lf lal fla: 来 估计 : 和 性 质 3.2.1 同样 的 “ 凸 性 ” 计 
算 就 可 以 给 出 所 需 的 估计 . E 
IILC.3.3 ”微分 方程 的 解 


可 以 证 明 , 一 个 微分 方程 组 的 解 , 作为 已 知 条 件 和 系数 的 函数 , 是 一 个 柔性 映射 . 
我 们 将 用 两 个 初等 旦 精确 叙述 的 例子 来 阐述 这 个 (故意 陈述 得 很 模糊 ) 的 注 记 . 


III.C.3.3.1 ”一 个 具体 的 计算 
27 
性 质 3.3.1 设 O03 是 27 周期 Cx 函数 的 空间 . 设 fe Cm c= J f dz 40, 


并 考虑 微分 方程 y+ fy — k, 其 中 ke Cg. 则 这 个 方程 具有 唯一 解 yE Cz, H (如 
RE CH EIR 0s 范 数 的话 ，s > 0) 映射 (f, k) y 是 柔性 的 . 


证 明 我 们 把 所 有 的 东西 都 具体 计算 出 来 : 若 PC = | f(z) dz, RINE y = 
e Pz, 则 方程 就 变 成 z = kef, 于 是 就 得 到 一 般 的 解 y = Ce F +e" (k(x) dz. 
条 件 y(0) = y(27) 可 以 写作 

27 1 2v 
C = cete | e dz, 由 此 得 到 C = "p i/ elk dz. 

根据 这 样 的 C 通过 上 述 公式 得 到 的 y 实际 上 定义 了 从 开 集 U c Cee([0, 27]) 
(其 中 | f dz 7 0) 到 C^ (I0, 27]) 的 映射 5. 而 根据 性 质 3.1.1, 这 个 映射 作为 柔性 
BUM ( 一 F, F o e-?, 等 等 ) 的 复合 也 是 柔性 的 . 它 的 限制 Sop 把 Ce 映 到 其 
自身 , 从 而 也 是 柔性 的 . 口 

III.C.3.3.2 ”一 个 先 验 估计 


与 上 例 中 基于 显 式 “ 看 出 ” 解 的 柔性 不 同 , 这 里 我 们 将 从 方程 本 身 出 发 直接 得 到 
一 个 估计 . 这 一 过 程 是 非常 重要 的 ， 因 为 它 可 以 推广 到 很 多 重要 的 偏 微分 方程 的 类 
型 上 去 : 紧 流 形 上 的 椭圆 方程 组 , 各 式 各 样 “ 边 界 ” 问 题 , 等 等 . 
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性 质 3.3.2 设 A(t) 是 [a,b] 上 一 个 Ce 的 (n x n) 矩阵 函数 .考虑 方程 组 
Y' - AY =k, EP Y 在 C" 中 取 值 , EL SUB ARTE Y (a) = Yo. 那么 对 于 任意 的 
n € N, 我 们 有 估计 


IY les < (likla + (lkllo + YDG + IlAlln)); (3.3.2) 


其 中 C 只 依赖 于 |4llo. 


证 明 a) 我 们 先 来 证 明 不 等 式 jYllo < C(Ilkllo - |Yo|). 为 此 , 我 们 如 第 I1 3€ C 
部 分 中 一 样 引进 一 个 “权重 ”e-*t, 并 记 [Y || = [le Y |o. 方程 可 以 写作 


Y) «Yo [ Ik) - A()Y (9) ds 
其 中 
le "Y (t)| < e^^*|Yo| + e7* 1 |k(s)| ds + e7% L e^*|A(s)]e^^*|Y (s)| ds, 
B ， 
IYI < OMYo] + Calikllo + LAliol Y] sup (~ [~ às) | 


而 这 里 的 “sup” 项 具有 上 界 1/A, 因此 入 = 2| Allo 就 给 出 预期 的 估计 , 这 样 由 
方程 我 们 就 对 于 n = 0 得 到 (3.3.2). 
b) 我 们 假设 (8.3.2) 对 于 n 一 1 已 经 被 证 明了 : 方程 给 出 


[Yat = HY llo + Yl < llla + CCIIADoIY lin + IY oC. + |All)) 
< [lla + C {llklln-1 + (lllo + IYoD) (t + IlAlln-1)} 
+C {(llkllo + [YoD)Q. + 1123 ; 


于 是 (3.3.2) 对 于 任意 的 ”都 成 立 . 口 
III.C.3.4 回 到 经 典 的 例子 


a) 在 例 C.2.1 中 ,我 们 只 计算 了 e'(0, 0). 现在 我 们 来 解释 如 何 求 9'(u, s)(v, t): 
考虑 曲线 Ug = id +u + 0v, 它 在 对 应 于 9 = 0 的 点 id +u LA v 为 切 向 量 ; 我 们 需要 
在 0 = 0 处 计算 £ [S (u + 0v, s 4- 0t) , HEP 


$(u + 0v, s 4- 0t) = Uj(U5 +) w + X (s; T 0t5)nj. 


id Us = Uo o To. BBA To = id, 而 v= Ug = Ullo, 这 里 “.” 表 示 对 于 0 求 导 数 . 因 
为 U$(U 1) = Uerw = Uo- To-w, RTA 


Ueg«w 一 Uo Tow, 


III.C Nash-Moser 定理 . 131 > 


而 在 男 一 方面 , 在 0 = 0 处 对 等 式 
(Te*w)(ITs(z)) = 7T6(Z) -w 
求 导 ,我 们 得 到 (因为 w 是 一 个 常数 ) 
To-w(z) = Ty(x) w. 
最 后 ， 
$'(u, s)(v, t) = Uo Tjw + bo H dio = wh) = wU ^v). 
我 们 由 此 得 到 方程 (u, s)(v, t) = g 的 解 , 同 时 有 估计 
lulla + t| $ CaCllglls--a + Ilgllollulls+a+1), (3.4.1) 
这 里 的 s 和 C.2.1 节 中 的 是 一 样 的 . 
我 们 还 再 次 注意 到 , 解 (o, t) 关于 g 和 系数 (u, s) 的 估计 是 柔性 的 
考虑 到 这 个 估计 ，C.2 节 中 陈述 的 定理 是 下 述 Nash-Moser 定理 的 一 个 推论 . 
b) 类 似 地 , 对 等 距 嵌 入 问题 中 出 现 的 线性 化 方程 o (u)v = g( 参 见 C.2.2 节 ) R 
解 可 以 给 出 一 个 解 ,通过 柔性 估计 依赖 于 g ( 且 关 于 9 RH) 和 “系数 "wu: 若 u 是 
在 wo 的 一 个 C? 邻 域 内 , 则 对 于 任意 的 s > 0, 
lvlls < Cs(llglls + llgllollulls+2)- 
HLC.3.5 总结 
Nash-Moser 定理 的 主要 假设 是 更 和 y 是 柔性 的 : 这 是 一 个 合理 的 假设 ,我们 


在 C.3.1 至 C.3.3 各 节 中 看 到 的 一 般 性 结果 , 和 C.2, C.3.4 中 研究 的 “具有 历史 意义 
的 ”例子 ,都 说 明了 这 一 点 . 


III.C.4 Nash-Moser 定理 


对 于 紧 流 形 M ,我 们 考虑 空间 C%(M) 里 的 某 些 函数 族 ， 具 体 说 来 是 Holder 
函数 构成 的 空间 ， 其 相应 的 范 数 为 || |. 设 uo € Ce(M, R°), 并 设 9 是 定义 在 
C**(M, RP) 中 wo 的 一 个 u- 邻 域 (对 适当 的 u) 上 的 一 个 取 值 在 Co» (M, R9) 中 的 
映射 . 我 们 做 下 述 两 个 假设 : 

(26) 9 在 wo 的 一 个 u- 邻 域 中 是 C? 类 的 (在 III.C.1 节 中 解释 的 弱 意 义 下 ) ， 且 对 
于 适当 的 a, b, c > 0 和 任意 的 a > 0 满足 柔性 估计 


||" (wo, v2)lla < C {llor llallvzlla(1 + lullete) + villallvzllare + llvallalivs lloc) - 
(265) 对 于 C^? (M, R?) 里 wo 的 一 个 p- 邻 域 中 的 wv, 存 在 线性 映射 y(u): C®(M, R) 
一 C%(M, R?) 使 得 e'(u)u(u) = id, 且 对 于 适当 的 A, d > 0 和 任意 a > 0 满足 柔性 
估计 
wlwglla < C {lgllars + ligi. + lulla+a)} . 
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我 们 注意 到 RI y 本 来 只 是 对 Ce 函数 有 定义 . 现在 我 们 可 以 陈述 Nash-Moser 
定理 了 . 

定理 WE dE (4)T0 (265), H o iE o2 1 02, a>da>A 和 +a+oc 
o 2 a+ 1/2sup(A +b, 2a), œ ¢ N. 则 


i) 存在 原点 的 一 个 (a +A) SER W 使 得 对 于 f € W, 方程 
$(u) = (uo) + f (*) 
有 一 个 解 u = wu(f)e Ce. ME 
|u(f) — "olla € CA。 

ii) 若 存 在 非 整数 w > a 使 得 f eWwnco +>， 则 我 们 构造 的 解 u(f) 是 C~ 中 
元 素 , 且 具 有 相应 估计 . 特别 地 , Æ f e Wn co, W u(f) e coe. 

这 里 , 方程 (*) 表示 存在 序列 u; e C (M) 满足 对 于 任意 的 s > 0, 在 C^ 中 
uj — u, HE Ce^^-* 中 (uj) 一 (uo) + f. 

III.C.4.1 求解 方案 


正如 我 们 在 III.C.1 节 中 说 过 的 那样 ， 这 个 方案 是 一 种 Newton 方法 结合 了 所 考 
虑 函数 的 光滑 化 . 

a) 一 个 “纯粹 ”的 Newton 方法 将 推出 如 下 事实 . 

假设 我 们 已 经 定义 了 uo, … , un, 现在 试图 用 usui = Un + Aus 来 定义 usua. 
XIF k <n, id Aur = wkp+1 一 wk, 我 们 可 以 根据 等 式 


$(ux41) = 9(ux) + 9'(ux)Aux + Ek 


来 定义 “二 阶 误差 ”ex (到 目前 为 止 , 其 实 我 们 只 知道 co,- , en_1). 

我 们 将 选择 一 个 满足 D (us) Au, = Yn 的 Aun (yn 待定 ), 使 得 en 可 以 用 来 衡量 
(uny) 与 目标 B(wo) + f ZEER. 

将 上 述 方程 加 在 一 起 ,我 们 得 到 ( 取 xy = e'(ux)Auk): 


Bunt1) = Bluo) +Y y+ Y Er; 
0 0 
这 样 yo 就 由 
Y mo ES Tf (4.1) 
0 
来 定义 , 其 中 E, =g ek 是 “累积 误差 "， 使 得 


$(u,1) = (uo) + f T £n 及 Yn = f 十 $(uo) ux (un). 
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因为 我 们 希望 得 到 e,, 一 0, 在 形式 上 ,该 方程 给 出 (9). 


b) 我 们 看 到 这 样 一 个 方案 是 不 可 行 的 , 因为 Aun 的 “信息 区 间 ” 越 来 越 小 , 而 
我 们 知道 这 意味 着 什么 . 

我 们 现在 来 引进 第 TI 章 A.1.6 节 中 定义 并 研究 过 的 逼近 算 子 So 且 具 有 下 述 
性 质 (0 > 1, a 和 8 在 一 个 有 限 区 间 中 ): 


i) l|Seu||a < Cllulla, 8 € a 
ii) ||Seu||s < C6?-^|luls, 82 o 
iii) |u ~ Seu|s < C6?-?lulla, 8 Sa 


iv) 对 任意 的 5, sel, < C697 ulla. 


我 们 选择 一 个 序列 0n = (04€ +n) (e >0, bo > 1 待定 ), 现在 来 把 “扰动 ”f 分 解 成 
f= Sof + fis 


k20 


Ak = Ok+1 em 0x, fr = ET E (So, — Son) (f). 


注意 到 如 果 我 们 选择 0, = C2, "ED 的 f 的 Littlewood-Paley 分 解 ( 参 
见 1LA.1 市 ). 选择 一 个 更 小 的 步 长 Ak， 如 我 们 将 在 下 文 (IILC.4.3.b) 节 ) 中 看 到 的 
那样 ， 可 以 给 出 一 个 更 精细 的 讨论 ; 但 每 一 个 部 分 f 的 基本 性 质 都 保持 了 ， 具 体 地 


说 ， 对 于 任意 的 s, 
1 [f d 
u- f À 3599 de 


现在 , 我 们 并 不 像 在 a) 中 那样 试图 在 第 一 步 解 u 时 就 得 到 最 终 目标 (uo) +f, 
我 们 一 小 步 一 小 步 地 走 ， 在 求解 ul 时 我 们 以 (uo) + Sof 为 目标 ， 然 后 在 求解 u 
时 以 (uo) 十 Se, f 为 目标 , 依 此 类 推 . 在 每 一 步 , 这 也 是 最 关键 的 改进 , 我们 并 不 求 
解 方程 9'(u,)Au, = v4, 而 是 去 求解 到 (wwJAw = ya, 其 中 ww = So un. 

这 样 我 们 的 求解 方案 就 变 成 : 假设 已 经 定义 了 uo, uns, Un 我们 试图 用 形 如 
un+l = Un + Aun 的 等 式 来 定义 uny, 这 里 Aun = Y(vn) yn (这 是 对 P (vn) 求 得 的 
f), 而 y, 待定 . 类 似 的, 对 于 <n 一 1, 我 们 记 


|yxll = 


SEINE (05-05 gr o fla (4.2) 


Uk] — Uk = Auk = V(vk)vyk. 
和 在 a) 中 一 样 , 对 于 有 < n, 我 们 记 


B(Uk+1) — (ux) = Yk + Ex, 
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其 中 

Ek = Ek 十 Ey, 

Ek = {P (ux) oun $'(vy)) Auk, 

Ek = P(uk+1) Ts (ur) ka $'(ux)Aux. 
误差 项 ey 是 通常 的 Newton 方法 中 的 “二 阶 误差 >, 而 e, 是 一 个 新 的 “ 代 换 误差 ”， 
它 是 我 们 通过 在 ^ 中 把 uk 换 成 v, 引进 的 

我 们 还 是 定义 E, = Y` en IARTA 
0 


om + So, En = So, f (4.1) 
0 


来 递归 地 定义 yn. 
在 本 节 的 最 后 我 们 再 引入 一 些 记号 : 为 避免 增 量 A, 在 上 述 各 种 估计 中 反复 出 
M, 我 们 对 任意 的 n 定义 


Nds = Anüs fa = IN du, En = Ahin Enr Nen € c Aser, 
这 样 
en = {® (un) — BP (vn)} ùn, 
e = A- {@(unp1) — (un) — 9 (un) Ass) 


IILC.4.2 ”归纳 结构 


现在 剩 下 的 就 只 是 在 | 中 le(6 = a + 3) 充分 小 的 前 提 下 证 明 序 列 un 的 存在 性 
和 收敛 性 了 . 

对 于 将 在 下 文中 确定 的 一 个 充分 大 的 5 > 0 和 一 个 & > a, 我 们 做 下 述 归 纳 假 
设 : 
(Hn) 对 0<kgn 和 se [0, à (“信息 区 间 ”) 


làn], < 86777. 


这 样 假设 有 (Hn) TE III.C.4.3 节 中 我 们 将 证 明 对 于 适当 选取 的 参数 (Han) > 
(Hui). 

最 后 , (Ho) 将 单独 处 理 . 

下 面 是 一 些 初 步 的 注 记 . 

a) Æ (Hn) 对 于 所 有 的 n 都 是 成 立 的 , 那么 由 下 述 引 理 , (对 于 任意 的 es > 0) FF 
列 un 在 Ce-* 中 收敛 到 一 个 函数 we C: 
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引 理 4.2.1 iX (ue)e26, 是 一 族 Co 函数 ,满足 
luella, < M6571, j=1,2， 其 中 b <0< bz, a < as. 
根据 vb, 十 (1 一 v)bz — 0 XÉX. v, VJ a= va, -- (1 — v)ag; X ag N, Bil 


十 oo 
u= f ug dgecae H julla < CM. 
0o 


i5 EI EU XE XL u 的 积分 对 于 a < a 在 C” 中 是 依 范 数 收敛 的 ,这 里 
a 正好 是 满足 well。< CM9-1 的 指标 . (证 明 在 习题 C.8 中 给 出 .) 

b) 现在 来 解释 (Hn) 的 意义 : 我 们 会 得 到 u = wo + ogg Akük, 也 就 是 说 我 们 
用 分 解 f 的 过 程 的 逆 来 构造 wu. 我 们 要 求 的 估计 (Hn) 其 实 也 就 是 估计 (4.2), 换 名 
话说 是 我 们 “有 权 ” 要 求 u 的 一 个 块 具有 的 性 质 . 当然 ,除非 非常 特殊 的 情况 ,wx 不 
会 是 BJ "RES, 但 是 它们 将 起 同样 的 作用 (例如 ,在 标准 Littlewood-Paley 分 解 
的 情形 , 一 个 “标准 块 ”的 谱 在 一 个 球 壳 内 , 这 可 以 推出 (4.2), 但 其 逆 并 不 成 立 ). 

c) 现在 我 们 来 证 明 若 a > n, o 2 p, 0« 6 € 6o, ào 充分 小 而 09 充分 大 , 则 
(Ha) 能 够 推出 w+ 和 onpi (以 及 联接 它们 的 线段 ) 都 在 以 uo 为 中 心 的 一 个 充分 
小 的 球 中 , 我 们 可 以 应 用 (26) 和 (26). 这 是 下 述 引 理 的 推论 . 

引 理 4.2.2 (Hn) 推出 (QE z+ = sup(z, 0)) 

i) uni — volla < Có. 

ii) 对 一 个 有 限 区 间 中 的 a [[S6, (us — uo)]la < CEEA. 

iii) ||(un+1 — uo) — Se, (Un+1 ~ uo)lla < Có05,1, 0 <a & à. 

iv) |[un+1 — vnaalla S C075, 0 € a xà. 


v) 对 一 个 有 限 区 间 中 的 a, llunia < Co^. 
证 明 ÙU = wu — uo = >》 Ai 引 理 4.2.1 推出 1Zll。 < Có, 这样 对 于 


j—0 
a € o 我 们 就 得 到 1) 和 iii). 
在 另 一 方面 , 对 于 au = à, 


lUll < 8$ Ai0 SC60849， 
j=0 
由 此 iii) 得 证 . 
我 们 记 


Un+1 — Un+1 = ug +U — Se, | (uo +U) = uo — So uo +U — Se, ,,U, 


nl 
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这 就 证 明了 iii) 推出 iv); 最 后 i) 推出 让 , 且 
Un+1 = So. (uo + U), 
由 此 v) 得 证 . 。 口 
因为 a > mak y, i) 表明 当 5 < soht uny TE (26) IL (265) 所 要 求 的 pj A 
u'- 邻 域 的 交集 中 ; 不 仅 如 此 ， 
Un+1 — ug = Song: (Un+1 — uo) + S6,,,uo — uo, 


这 样 由 i 得 到 在 bo 充分 大 的 附加 条 件 下 对 于 w+l 有 同样 结论 . 
我 们 还 注意 到 定理 的 条 件 a ¢ N 只 是 在 证 明 引 理 4.2.1 时 用 到 . 


III.C.4.3 ”归纳 假设 的 证 明 


在 上 节 中 , 我 们 知道 w+ 和 w+i TE uo 的 固定 邻 域 中 ,使 得 我 们 可 以 定义 41 
并 应 用 (26) 和 (265); 现在 我 们 在 假设 有 (Hna) 的 前 提 下 证 明 (Hn+1). 

这 是 一 个 非常 单调 枯燥 的 工作 , 首先 要 估算 误差 eu, Enyi, 然后 是 gn+41, 最 后 是 
un+1; 在 做 这 一 工作 的 时 候 我 们 必须 密切 注意 所 得 估计 的 “信息 区 间 ”. 


a) ei 的 估计 . 
引 理 对 于 0<k<n, sel0a-sup(b c), 我 们 有 
lel, < CoE 9-1. (4.3.1) 

其 中 L(s) = sup(s +a +c — 2o, (s - b — a), 4- 2a — 20). 

证 明 我 们 有 

1 
ep = {B (uk) — 9'(vy)) ùk = J P” (vy + t(uy — vk) ) (ùk, ux — vx) dt, 

这 样 , 根据 (26), SUE 


llexlls < Cllůrllalluk — vxlla(1 + sup lurk + t(ux — ve) ||s+b) 


tC|[üx||a]|ux 一 Uk ||ex-s + C |l es || ux 一 Uk |la 
< Có0z 1, 


其 中 L(s) = sup(s +a - c — 2o, (s — b — o), + 2a — 20). 口 
b) ez 的 估计 . 我 们 有 


1 
ek = An [ (1 — 09 (y etii, ta) dt, 
0 
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且 对 于 积分 有 一 个 和 e 具有 同样 形式 在 同一 个 区 间 上 的 估计 ; 这 样 很 明显 只 要 适当 
选取 e > 0, 我 们 就 可 以 使 er 对 于 el, 来 说 可 以 忽略 不 计 ， 因 为 Ak eol V5. 所 以 
误差 ey 就 可 以 由 (4.3.1) 来 估计 . 


c) gn+1 的 估计 . 回忆 一 下 ,我 们 有 
As s : 
gm 二 1 = AL us = (En)n = So, aen ) . 


其 中 对 于 任意 函数 w 和 任意 指标 s, 块 in = E (Sony — So, )w 可 以 由 不 等 式 (4.2) 
估计 . 特别 在 这 里 我 们 有 


falls < C05 Mflla (86=a+A)， 


而 
[t2 P < C67 TT] Enli; 


我 们 选择 最 大 的 > BI r= à sup(b, c)， 而 选择 充分 大 的 à 使 得 级 数 52,0777 
发 散 ( 即 L(r) > 0) E LE r 右 侧 具 有 和 斜率 1. 这 样 我 们 就 有 LE, < C05 H 


I(En)nlls < 06077719 < oog- (4.3.2) 
PR s <r 则 L(r) < L(s)+r- s( 因 为 |L/| <1), 而 由 我 们 对 à 的 选择 , 若 sr 
则 L(r) = L(s) -- r — s. 类 似 的 对 于 任意 的 s, Sonnen] < CO. FEITE 


一 个 任意 的 (有 限 )“ 指 数 区 间 ” 上 得 到 gapi 的 估计 ,我 们 在 (4.1) 用 Son f EHI f, 用 
So, En 替代 En (由 此 得 到 (4.1)). 最 后 , 对 于 任意 的 。 我 们 有 


lgs«ills < C (905027 + 02:1 Mlle) . 
d) un+i 的 估计 . HEX, nyi = Yunt) gn, 因此 对 于 s € [0, dl, 我 们 有 
lünsills < C Cllooei loea + lona + loei lee] 
即 
lintills < 056555 + CIF aOR I + O00 + SORET OR +. 


我 们 注意 到 把 w+i 换 成 w+l 可 以 避免 在 求解 O^ 的 过 程 中 因为 “为 获得 关于 系数 
的 信息 所 付出 的 代价 ”而 造成 的 信息 区 间 的 减 小 . 
假设 对 于 s € [0, 可 我 们 有 下 述 条 件 ,那么 就 可 以 证 明 (Hai) (在 (Hau) P ô 
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前 面 没 有 系数 !)， 

i) L(s+A)<s—oa, 

ii) |flla/6 很 小 ， 

iii) L(A) + (s+d- o). «s—- o 

iv) (s-d—-o),-o&€s-a 

v) bo 充分 大 . 

我 们 来 研究 这 些 条 件 : 为 了 满足 iv), 我 们 必须 有 a > d, 这 同时 也 是 充分 的 ; 这 
FÉ ii) 等 价 于 L(A) < —o, m i) 可 以 由 L(A) < —o 推出 . 最 后 , L(A) < —o 推出 


ÀActactc—-2a0«—a€a»A-a-cc 
(A b— o), +2a - 2a < —a & a > a 1/2sup(A +b, 2a). 
这 里 的 关键 之 处 在 于 : 估计 (43.1) 中 误差 项 的 二 阶 性 质 反 映 在 L(s) 的 表达 式 里 存 
在 着 形 如 “--2a” 的 项 , 而 估计 的 柔性 推出 L| < 1; FÆR “20” 项 使 我 们 可 以 选 
择 (充分 大 的 ) a 来 完成 归纳 . 
从 现在 开始 ，9o 由 v) 确定 . 


e) 如 何 得 到 (Ho)? 因为 — E Sof. 
ùo = E (Soo) Su f, 


lle < E (Ios flea + Soo I + Sotelo s; 
bo 已 经 确定 ,我们 只 要 取 1/6 在 任意 范 数 中 都 充分 小 就 可 以 得 到 (Ho) T. 考虑 d) 
中 的 条 件 i), 我们 选择 | /sy6 充分 小 , 即 可 得 到 定理 中 的 结论 i). D 
III.C.4.4 所 构造 解 的 附加 正则 性 
现在 来 证 明定 理 的 结论 ji). 我 们 设 对 于 某 个 a > a 有 fe Wn Co ^, 并 选择 
& > o. 我 们 将 利用 (对 于 任意 n 均 成 立 的 ) 估计 OT.) 来 得 到 


Vs € [0, à], inlls < 常数 .90s-o 1. (H2) 


如 前 , 引 理 4.2.1 将 帮助 我 们 完成 证 明 . 

我 们 注意 到 , 在 根据 (Ha) 得 出 的 如 + 的 估计 (参见 TI.C.4.3.d) 节 ) rp, 那些 
AS fla 的 项 里 0,,, 的 指数 严格 小 于 s—o—1. 在 另 一 方面 , 这 一 不 等 式 中 出 
现 fle 的 理由 是 对 于 f, 的 一 个 估计 (参见 TII.C.3.4.c) 节 ); 这 样 我 们 可 以 对 任意 的 
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o > 0 F flors RER Iflg. 这 样 我 们 证 明了 对 于 任意 的 n 和 任意 的 
s € [0, à], 
intills < 常数 . (05,5 77 + Flero»), 
其 中 y > 0,0 = o/ +A. 特别 地 (这 里 我 们 不 考虑 平凡 的 情形 n= 0) 
Yn，llin|l。< 常数 . 05-77, 


其 中 p= min(o- y, o^). 用 这 些 新 的 估计 式 替 代 (Hn), 我 们 可 以 重新 回 到 我 们 的 证 
BH LOK, 注意 到 这 里 获得 的 增 量 7 只 依赖 于 a 的 一 个 下 界 ， 从 而 对 所 有 的 p > a 都 
成 立 . 这 样 在 k 次 迭代 以 后 , 我 们 得 到 


Vn, Ys € [0, 8], ||ü,||, < 常数 . 057771, 


其 中 pp = min(o + ky, a’). 
对 充分 大 的 ,我 们 有 px = o^, TRAITO (H). o 


III.C.4.5 ”结论 和 注 记 


我 们 可 以 简略 地 将 证 明 的 思路 陈述 如 下 : 在 Newton 方法 中 我 们 只 人 允许 (近似 ) 
解 的 光滑 化 出 现 , 这 样 就 避免 了 信息 区 间 的 缩小 , 但 是 相应 的 代价 是 更 差 的 估计 ; 但 
是 由 于 这 些 柔 性 估计 “对 大 范 数 是 线性 的 ", Newton 方法 中 误差 的 二 阶 性 质 可 以 补 
偿 这 种 损失 . 

我 们 只 写 出 了 Ce(M) 情形 下 的 证 明 , 选取 Holder 空间 族 . 这 么 做 的 理由 是 这 
样 的 话 我 们 有 引 理 C.4.2.1, 进而 有 引 理 C.4.2.2 中 的 “恰当 ”估计 . 

当然 , 把 上 述 过 程 移 植 到 许多 其 他 的 情形 和 其 他 的 函数 空间 并 不 是 一 件 困 难 的 
事情 : 但 是 我 们 要 注意 到 引 理 C.4.2.1 不 再 成 立 , 这 将 导致 在 引 理 C.4.2.2 的 估计 中 出 
现 一 个 (任意 ) 小 的 损失 。 > 0. (一 个 更 为 精细 复杂 的 处 理 方法 牵涉 到 “修正 ”所 使 
用 的 函数 空间 族 ; 参见 [H7]). 
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本 章 的 目的 是 在 一 些 特定 的 环境 下 给 读者 以 适当 的 工具 来 “探测 ”所 谓 “Nash- 
Moser 征 候 ”. 

本 章 中 的 例子 可 以 分 为 三 类 . 在 A 节 中 , 我 们 研究 “椭圆 ”的 情形 , 也 就 是 线性 
化 方程 的 解 让 我 们 有 可 能 把 所 有 的 光滑 性 缺失 都 “补偿 ”回来 . 这 种 情形 都 是 用 传 
统 的 隐 函 数 定理 来 处 理 的 : 部 分 例子 取 自 Hamilton [Ha]. 

在 B 节 中 , 我 们 所 讨论 的 情形 不 能 够 归结 到 隐 和 函数 定理 ,但 是 相应 的 “光滑 性 
缺失 ”并 不 严重 , 从 而 我 们 可 以 采用 一 种 不 动 点 定理 方法 . 我 们 认为 流体 力学 中 的 拟 
线性 双 曲 组 是 一 个 非常 典型 是 不 常 出 现在 课本 中 : 这 里 的 讲述 方法 受到 Majda[Mal] 
的 启发 . 用 不 动 点 方法 处 理 等 距 嵌 人 问题 是 最 近 Günther 的 贡献 ([G])， 
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最 后 ，C 节 的 主题 是 Nash-Moser 定理 , 该 定理 允许 有 任意 大 小 (但 是 固定 ) 的 
缺失 . 这 里 我 们 仍然 从 Hórmander 那里 得 益 良 多 ， 因 为 II.C.4.4 的 起 源 就 是 他 在 
Stanford 大 学 讲 的 课 (1977, 未 出 版 ) 和 他 的 论文 [Ho]. 我 们 致力 于 阐明 他 所 提出 的 
求解 方案 可 以 通过 修正 Newton 方法 自然 地 得 到 . 

当然 , 这 个 定理 还 有 许多 其 他 的 表述 形式 : 读者 可 以 参阅 Moser 的 论文 [Mol, 而 
在 Hamilton 的 [Ha] 有 关于 “和 柔性 映射 >, “柔性 空间 ”等 内 容 的 详细 讨论 ， 和 大 量 的 
例子 以 及 参考 文献 . 

从 某 种 意义 上 说 , 这 一 章 是 前 两 章 内 容 发 展 的 结果 , 它 包含 了 相关 概念 (柔性 估 
计 ， 能 量 不 等 式 ， 等 等 ) 的 一 个 非常 随意 的 陈述 . 它 还 指出 了 解决 一 个 “扰动 ”型 非 
线性 问题 的 关键 在 于 求解 (连同 柔性 估计 ) 一 个 线性 问题 , 而 这 往往 从 本 质 上 是 拟 微 
分 的 . Majda [Ma2] 包含 了 这 个 事实 的 一 个 很 精彩 的 叙述 ， 可 惜 太 过 深奥 ,无 法 在 这 
里 讲述 . 


第 III 章 习题 
A.l. 设 D 是 C 中 单位 圆 盘 , WD) 是 D 上 满足 
c | fF(n) 
fw = 3 El < +o 
n=0 


的 全 纯 函 数 S 全 体 构 成 的 空间 . 
a) 证 明 若 f € W(D), 且 9 在 j 在 万 上 的 值 域 的 一 个 邻 域 里 是 全 纯 的 ， 则 
go f € W(D). (我 们 注意 到 lh|wp, < C sup;ep(Ih()] + |h" (2), EL. W(D) 是 一 个 
代数 ; 然后 考虑 等 式 
f=fi+f, 


n 9^. gU 
其 中 pe) = D 人 (zn， 而 我 们 选择 充分 大 的 使 得 级 数 》 N eo 在 


n>N 
W(D) 上 是 可 定义 且 收敛 的 ). 
b) 设 f 在 C 上 0 点 附近 全 纯 , 使 得 f(0) 0, f'(0) = A, 其 中 |A| e (0, 1). 证 
明 对 于 任何 o € C*, 存在 满足 wp(0) = 0, p'(0) = o 的 在 0 点 附近 全 纯 的 函数 o, 使 
得 对 于 0 点 的 一 个 邻 域内 任意 的 z, 


f(p(z)) = p(X2). 


( 记 B= (v € W(D), w(0) = (0) = 0}, 对 ee (—&o, eo) 研究 由 下 式 定义 的 取 值 在 
B 中 的 映射 F, 


Fle, Y)(2) = 2f(eaz + epl) — aàz — $0), 
EP y fk B 中 0 点 的 一 个 邻 域内 ). 
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c) 对 于 |A| > 1 证 明和 b) 类 似 的 命题 . 

A.2. 设 B 是 R" 中 单位 球 . 我 们 来 构造 一 个 满足 AA, = id 的 有 界线 性 算 子 
Ao : C^?(B) — C’ (B). (其 中 p > 2 不 是 整数 ). 

a) 构造 A 的 一 个 基本 解 . 假设 ”> 3, 证 明 Ê(E) = 
足 AE — 6. 

A n=2 而 z EC 满足 Re z < 2, 我 们 定义 一 个 取 值 在 S'(R2) 中 的 全 纯 函 数 

1 

lel 
证 明 利 用 公式 Ê, = up AcÉ, 2 可 以 把 上 述 函 数 解析 延 拓 到 C\{2} E, 由 


此 得 到 i 
217r |z—2]=1 


是 一 个 满足 AE = 6 的 组 增 分布 (有 兴趣 的 读者 可 以 把 巨 具 体 算出 来 ). 推出 一 个 满 
E AA, = id 的 算 子 A : E'(R") > S'(R") 的 存在 性 . 

b) u € S'(R"). VI (wp)p>-1 记 其 Littlewood-Paley 分 解 . 证 明 存 在 x € 
C9°(R"\ {0}) 使 得 


-g 定义 了 Ee S'(R?), dft 


Ê, (£) CES 


Vp 20, up — 2 ?PX(2? D)(Au,), 
并 由 此 得 到 若 p > 2, 
Au € C? 一 (R") 可 以 推导 出 ve C^(R?). 

c) 利用 一 个 嵌入 算 子 C?7?(B) 一 C?-2(R"), 构造 Ao. 

B.1. 我 们 承认 对 于 某 个 适当 的 d 存在 C” 单 射 u: M 一 RA. 证 明 如 果 任 意 度 
E 9 都 可 以 由 (对 适当 的 N) u: M 一 RN 表示 出 来 , 则 任意 度量 g 可 以 由 单 射 v 表 
ZR. (寻找 具有 形式 (u, u2) 的 u, 并 利用 III.B.2.1 节 中 的 iii). 

B.2. a) 证 明 可 以 找到 只 依赖 于 |z| 的 x : CS (R^) >R, WE f. *x'(y)x (y) dy = 
id. 

b) {£ a € Cg (R^), A € C*(R"), H A 可 道 . 

考虑 由 

uny = det AQ) e3 y ( AW 9) aq) 


定义 的 映射 族 uey: R — R. 证 明 当 。 0 时 (在 Cge 中 ) f GdS 
[a(z)]? +A(z)A(z). 

c) 利用 M 上 的 一 个 单位 分 解 1 = 352 B LAB 1 章 习 题 6.1), 其 中 v; e 
Cg (uj) (其 中 {wj} 是 M 上 由 坐标 邻 域 构 成 的 有 限 开 覆盖 ) 把 一 个 任意 的 度量 写成 
g = Y vg 的 形式 . 
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由 此 借助 于 a) I b) 推导 出 9 能 够 用 可 表 度 量 来 逼近 . 

B.3. a) 验证 由 v(x) = {zi, zjzk}( < k) 定义 的 v :RN 一 RN 是 单 射 且 满 足 
(2.2.1). 

b) 证 明知 u: M 一 R? 是 单 射 , 则 vou 也 是 单 射 且 满足 (2.2.1). 

C.1. a) 设 w € R” WEITEN keZ”, kx 0, (k,w)=0. EA f id x e (k, x) 
诱导 的 映射 7 : T" — Ti. 证 明 T^ 上 32 = w 满足 , 对 于 任意 的 t, f(zx(t)) = f(z(0)). 
由 此 推出 zx 的 像 不 是 稠密 的 . 

b) 反之 , 假设 II.C.2.1 节 的 (2.1.1): 证 明 对 于 任意 的 连续 函数 f: T" 一 及， 和 
任意 的 路 径 z(t)， 


a F “= [reas 
(我 们 用 三 角 多 项 式 来 通 近 f). 用 反 证 法 证 明 z 的 像 是 稠密 的 
C.2* 设 we R” 满足 
C 


jr»n-1, VkeZ", kx 0, |(k, w)| 2 Ik (2:E) 


并 取 ST. 
通过 将 级 数 中 的 项 根据 [e| 和 |(k, w)| 的 值 的 二 进 分 解 加 以 重组 , 证 明 


Yee e) «THEY, YD zmmEN(RS, 273), 


k#0 p20 j>0, 2+1) -i >C 


其 中 N(r, e) 是 满足 |k| « r 和 |(k, w)| < e 的 整 点 去 0 的 个 数 . 
证 明 N(r, e)e- ”< 常数 .rm-!1, 并 由 此 得 到 级 数 的 收敛 性 . 


C.3. 证 明 两 个 柔性 映射 的 复合 还 是 柔性 的 . 
C.4. EHE $ 是 线性 且 和 柔性 的 ， 则 我 们 有 
lé(u)ls < Cļuls+r 
(其 中 符号 的 意义 见 正文 ). 


在 下 面 的 三 个 习题 中 我 们 将 对 于 第 II 章 习 题 C.7 中 的 正 对 称 方程 组 的 一 个 解 
建立 一 个 柔性 估计 . 习题 C.5 和 C.6 可 以 单独 讨论 . 


C.5* 一 个 柔性 的 弱 型 Gárding 不 等 式 TE T E, 考虑 微分 算 子 4 = 一 5 0;0i50;, 


其 中 oz 是 取 值 为 NxN Hermite 矩阵 的 Cee 函数 , 且 (对 于 某 个 7 > 0, E$ Hermite 
JERE) 满足 
Vz € T^, V€ € R^, > au(z)6&€; > y|e^id. 


i,j 
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我 们 来 建立 下 述 不 等 式 
Vu € C*(T^, CF), (Au, u) > ul - Coluf, (*) 
其 中 Co 是 一 个 只 依赖 于 y 和 
[Ah = [8kai; (7)| 


的 常数 
a) 当 ay 为 常数 时 ,证 明 ( 取 Co = 0, 并 以 y 取代 2) 证 明 不 等 式 (*) 由 此 得 
到 对 于 任意 点 z, 都 存在 一 个 其 半径 可 由 LA], 控制 的 邻 域 wa, WE 
Vu € CF (os CP), (Au u) > Thule. 


b) 利用 和 有 限 覆 盖 T^ = Ujws, 关联 的 一 个 单位 分 解 o = 1 (第 工 章 习题 
6.1), 证 明 不 等 式 (x). 

C.6* 交换 子 的 柔性 估计 设 h = hE) 是 一 个 Coo 函数 ,对 于 || >1 是 m 次 齐 
次 的 , 并 设 a € CY (R^). 则 根据 关于 象征 演算 的 (第 I 章 ) 定理 4.1 和 L? 连续 性 定 
理 ,对 于 任意 的 s € R, [h(D), a] 把 Hs+m-1(R") RA] Hs:(R"), 且 更 精细 地 我 们 有 


ða ðh or 
R, = [h(D), a] — Dx 5c, 


把 H**7-?(R^) 映 到 HSR”). 我 们 来 计算 这 些 算 子 的 模 作为 a 的 函数 . 为 此 , 我 们 
使 用 在 第 II 章 习 题 A.5 引进 的 仿 积 的 概念 及 相应 的 符号 . 
a) 证 明 [h(D), Talu = Y vp, 其 中 


= 2?" | ptu) (Ss-na(r — 277v) — S,-an(2))us( — 27y) dy, 


P) = x(M£) GEB x e CFR"  (0)) ERE C1 = {3 << Š JI 
取 值 为 1). 
由 此 得 到 
I[h^ (D), Ta]u|s < Cllallilulstm-1) 


和 Cllallzlulstm-—2, 


区 Tal x. 234 sm) u 


S 


其 中 
llalls = $. 8"allo. 


lo] &k 
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b) 考虑 分 解 式 


h(D)(au) = h(D)Tau + h(D)T,a ^ ri, 
ah(D)u = T, h(D)u + Th pyud + ra, 


证 明 , 若 s+m>0,s> o, 则 
[[ACD), aļuļs < C(llalliluls+m-1  llullolals--m); 
[ Ih) d - 1 ag (D ) | < C(lallelulssm-2 + ulolalstm). 
C. 3t L = 55, A;0; +B 是 环 T" 上 一 个 (在 第 工 章 习题 C.7 的 意义 下 的 ) 


正 对 称 N x N 系统 . 
假设 对 于 某 个 Y> 0 和 s > 0, 我 们 有 


K(z) = 3(B+ B*)) - 5 3 0/4) > 91, a) 
j=1 
v£ € S°, K(x) +s Y 0; Ak(x)6j&x > 111. (2) 
jk 


利用 习题 C.5 和 C.6, 以 及 第 II 章 习 题 C.7, 证 明 
Vu € C**(T^, CF), Slul < Re (Lu, u),9 + C(|Aļs + |B|s)|ul|?, 
其 中 C 只 依赖 于 y, All 和 [LB]. 


C.8. 证 明 下 述 结论 : 设 we € C? (0 > 09) 是 一 族 函 数 uo: M >R, 满足 
luo lla; < Mi~}, j = 1, 2, 其 中 bi < 0 < bə, Qi < Q2. 
我 们 由 vbi -- (1 — v)by — 0 XE X. v, FWE a = vai + ()— v)ags: Xi a € N, WA 


+00 
u= f ug db € C^, 
0 


lulla < 常数 .MM. 
a) 证 明 我 们 可 以 把 问题 归结 到 0 <a < az < 1 的 情形 . 
十 oo 
b) id ve -f ug: d6', w= | ue:d6'. 估计 ||ue||a, M ||wella,. 然后 根据 
go ó 


[u(z) — u(y)| < lve(z) — ve(y)] + Iwe(z) — we()| 
< (2 — y)"^||vella; + x — yl welle, 


OXE (Lu,w)s = ((D)* Lu, (D)su). 
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来 选择 适当 的 0 以 得 到 最 佳 估计 . 
C.9. 陈述 并 证 明 对 应 于 Sobolev 空间 H*(M) 的 Nash-Moser 定理 . 
我 们 可 以 把 引 理 4.2.1( 习 题 C.8) 修正 为 : WE (uo) 是 C** (M) 中 的 一 族 函 数 ,对 
crum 2 和 oi «0 < co 满足 (uols; < M(0)07:-! ,其 中 M(8y Ž < +00. 则 
ü € H*, HP s= vsi  (1— v)sz2, voi + (1 — v)oz = 0. 


我 们 注意 到 (对 于 Ce 或 Hs BÉ) Nash-Moser 定理 在 假设 (241) 和 (265) 只 对 于 
某 个 有 界 区 间 中 的 a (或 s) 成 立时 也 是 成 立 的 , 具体 显 出 相应 的 限制 条 件 . 


C.10* 利用 习题 C.7 和 C.9, 证 明 下 述 结论 . 设 F: T x RN x (RY) 一 RN 是 
一 个 Ce 函数 ，F = F(x, u, p, , pn) 满足 下 述 条 件 : 


i) F(x, 0, 0) = 0, 
ii) 3y > 0, 
OF OFAN* 
Ke) - 3 (S 0,0) (57 =) (2 0, 0)) - rr 
且 对 于 某 个 so 22d 


Ə? F 
"n—1 ; > 
VE € S"-1, K(x) + so 3 3z öp (z, 0, 0)£j&x > 41. 


则 对 于 某 个 s; 和 任意 的 se (7 +d, si], 存在 H* 中 0 点 的 某 个 邻 域 W, 满 足 
对 于 任意 的 f EW, 方程 (zw e RR) = 了 RAR ue rs (具体 写 出 
在 d 和 sı 上 加 的 限制 条 件 ). 
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翻译 这 本 书 前 后 总 共 历 时 五 年 . 倒 不 是 实 实在 在 地 干 了 五 年 , 只 是 从 开始 翻译 
第 一 笔算 起 到 最 后 完稿 , 前 后 断断续续 差不多 用 了 五 年 的 时 间 . 

2006 年 夏 , 校 者 在 马德里 国际 数学 家 大 会 上 向 高 等 教育 出 版 社 的 编辑 人 员 建 议 
翻译 出 版 本 书 . 而 译 者 既然 早 有 这 份 心 思 , 等 到 07 年 1 月 博士 毕业 以 后 就 开始 全 面 
开展 这 项 工作 . 

两 位 作者 都 是 偏 微分 方程 的 专家 . S. Alihnac 年 长 一 些 . 不 过 译 校 者 接触 比较 多 
的 是 P.Gérard, 巴黎 第 十 一 大 学 教授 , 2006 年 ICM 报告 人 . 他 更 为 有 意思 的 身份 是 
Bourbaki 学 派 目 前 的 成 员 之 一 . 2000 ER, 译 者 听 他 给 研究 生 开 基础 课 “ 发 展 方程 ”， 
讲 到 Stricharz PER, 只 听 他 轻描淡写 地 说 了 一 句 :“ 上 个 月 我 们 刚刚 把 这 个 结果 改 
进 了 一 下 , 具体 地 说 , 是 .….….” 一 时 间 译 者 突然 有 一 种 感慨 , 但 愿 有 一 天 , 中 国 的 学 
生 不 用 远 赴 重洋 , 也 能 够 听 到 这 样 的 课程 . 

本 书 的 译 校 者 都 不 算是 做 偏 微分 方程 的 , 但 我 们 都 觉得 这 本 书写 得 很 好 也 很 有 
用 , 这 大 约 可 以 作为 本 书 对 于 不 专门 从 事 这 一 领域 的 数学 工作 者 也 很 有 用 处 的 一 个 
例证 . 

我 们 觉得 本 书 给 了 我 们 一 个 十 分 直接 的 办 法 来 领会 拟 微分 算 子 的 基本 精 要 . 它 
直 奔 主题 , 例如 在 1.5 节 读 者 可 以 立即 懂得 椭圆 算 子 为 什么 如 此 基本 , 因为 它 在 模 掉 
一 个 光滑 算 子 之 后 是 可 道 算 子 , 相当 于 可 逆 和 矩阵 在 和 矩阵 论 中 的 地 位 ! 又 如 在 第 II XE 
中 , 读者 可 以 体会 到 如 何 将 本 书 中 刚 学 会 的 技术 应 用 于 实际 的 数学 问题 , 例如 等 距 髓 
入 及 环 面 上 的 动力 系统 . 最 后 本 书 由 大 量 有 意思 的 习题 . 在 法 国 , 任何 层次 的 数学 课 ， 
教师 一 般 总 会 给 出 不 少 有 意思 的 习题 帮助 学 生 掌 握 所 学 的 知识 , 同时 让 学 生 明 白 其 
实 自己 只 要 花 一 点 力气 就 可 以 推出 有 意思 的 结论 . 这 也 许 是 法 国 数学 水 平 高 的 一 个 
原因 吧 ! 
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本 书 的 法 文 版 是 由 巴黎 第 十 一 大 学 数学 系 的 一 个 秘书 根据 手稿 在 某 种 比较 原始 
的 文字 处 理 机 上 打印 的 , 因此 我 们 在 法 文 版 中 可 以 看 出 一 些 比较 显然 的 手写 体 辨 识 
错误 . 出 版 后 不 久 , TZ SOELOS, 那个 文字 处 理 机 也 给 偷 了 .……: . 而 英文 版 则 
在 2007 年 由 美国 数学 会 出 版 . 尽管 如 此 , 对 于 这 么 一 本 非常 出 色 的 书 , 我 们 还 是 觉 
得 应 该 有 一 个 中 文 版 , 以 便 让 更 多 的 高 校 学 生 和 数学 工作 者 有 机 会 阅读 本 书 . 同时 我 
们 也 发 现 , 英文 版 中 的 错误 颇 多 , 有 时 还 会 影响 阅读 (我 们 发 现 的 二 百 多 处 差错 都 已 
一 一 订正 ). 这 更 使 我 们 觉得 我 们 的 努力 不 会 白费 . 不 过 我 们 仍 要 感谢 英文 版 的 译 者 
Stephen S. Wilson 博士 所 做 的 TEX 文件 , 它 使 得 我 们 的 翻译 过 程 大 大 缩短 了 . 

在 国内 有 许多 前 辈 曾经 或 仍然 在 从 事 拟 微分 算 子 相关 的 研究 , 我 们 所 列 出 的 中 
文 参考 文献 就 是 他 们 为 传播 这 一 学 说 所 作 努 力 的 最 好 的 证 明 . 

我 们 感谢 徐 超 江 先 生 对 于 我 们 的 支持 和 鼓励 ， 感谢 巴黎 理工 大 学 (Ecole Poly- 
technique), 巴黎 第 七 大 学 和 美国 Vanderbilt 大 学 为 我 们 提供 了 必要 的 工作 条 件 . 

最 后 , 译 者 还 想 感谢 复旦 大 学 的 张 锦 豪 老师 , 十 余年 前 在 传授 给 译 者 很 多 数学 
知识 的 同时 还 教会 了 译 者 如 何 使 用 TEX. 


4k—1$ (于 Nashville) 麻 小 南 (于 Paris) 
2008 年 3 月 
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